Poglavlje 3

Kvadratni ostaci

Neka je p prost broj i a € Z relativno prost s p. Kazemo da je a kvadratni ostatak
mod p ako postoji x € Z takav da je a = x? (mod p).

Teorem: Neka je p > 2 prost broj. Tada u skupu {1,2,...,p—1} postoji toc¢no 7%1

kvadratnih ostataka i ’%1 neostataka mod p.

Neka je p > 2 prost broj i a € Z. Legendreov simbol (%) definira se na sljedeci
nacin:
1 . a je kvadratni ostatak mod p,
(2) = { —1 :a nije kvadratni ostatak mod p,
P 0 :pla

Teorem: Legendreov simbol ima sljedeca svojstva:

(£) = oot

) akoa=b (mod p)
(
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);72—1_{1 :p=+1 (mod 8),
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~1 :p=43 (mod38),’

= (E) (—1)"z "2 za razli¢ite neparne proste p, q.
q

- (%) :p, g =—1 (mod 4),

<2> : inace.
q

Zadnja tvrdnja se zove Gaussov kvadratni zakon reciprociteta.

N N
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Direktno iz definicije Legendreovih simbola vidimo da —1 nije kvadratni ostatak
mod p = 4k + 3. Sljedeca vazna tvrdnja lagano slijedi iz te ¢injenice.

Teorem: Neka je p = 4k + 3 prost broj. Ako za neke x,y € Z vrijedi p | % + 32,
tada p | x,y.
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Neka je @ = ¢1...qs € N neparan (prosti brojevi ¢; ne moraju biti razli¢iti).

Jacobijev simbol (%) definira se preko Legendreovih simbola na sljedec¢i nacin.

(@) -G ()
Q @) \as/)
Ako je @ prost broj, tada se Jacobijev i Legendreov simbol podudaraju.

Teorem: Jacobijev simbol ima sljedeca svojstva:

(%) = —1 = a nije kvadratni ostatak mod @),

(02) = (2) (@)
2)-(a)(a)
%) - (%) akoa=d (mod Q),
()-com. (3) -
(%) = (g) (—1)"7""% za relativno proste neparne P,Q € N.

Primijetite da, ako je (%) = 1, ne mozemo samo iz Jacobijevog simbola odrediti

je li @ kvadratni ostatak mod @, ve¢ moramo to provjeravati zasebno za svaki prost
djelitelj ¢; | Q.

Zadatak 3.1. Izracunajte Legendreove simbole (ﬁ) , (&)

(%) (79) () () () -

b (=D -1 (733) (%)Z

(o)) =) (1) -

()-8 --()-

()~ () - () = (a) - (o) -
<%)_<55 (;;)

)

Rjesenge.

22
23
23
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Primijetite da smo u drugom nizu jednakosti pojednostavili racun koristenjem Ja-
cobijevih simbola. Naime, Jacobijevi simboli su prosirenje Legendreovih simbola i
za njih vrijedi isti Gaussov zakon reciprociteta pa ne moramo svaki put faktorizirati
brojeve prije okretanja (osim dvojke koju moramo izvuéi van jer zakon reciprociteta
vrijedi samo za neparne brojeve).

Zadatak 3.2. Izracunajte (%) Je li 65 kvadratni ostatak mod 2317

Rjesenje. Vrijedi

65) _(65) | (65) (65) oy
231 3 7 11
Medutim, iz racuna vidimo da 65 nije kvadratni ostatak mod 231 jer nije kvadratni

ostatak mod 3 1 mod 11.

Zadatak 3.3. Odredite sve proste brojeve p takve da je je a kvadratni ostatak mod
p za

(a) a = -3
(b) a=—-2.
(c) a=5

Rjesenje. (a) p = 2 je o¢ito rjesenje. Neka je sada p > 5. Vrijedi

(-G Q) -com - Geo-@)-{, Tou

Dakle, sva rjesenja su p = 2 i prosti brojevi oblika 3k + 1.
(b) Vrijedi

<__2> — (__1) <2> :(_1)1%1.(_1)% _ 1 :p=8k+1or p=_8k+3,
p p p -1 :p=8k+5orp=8k+7.

Dakle, sva rjesenja su prosti brojevi oblika 8k + 1 1 8k + 3.

(¢) p =2 je ocito rjesenje i vidimo da p = 3 nije. Neka je sada p > 7. Tada je

5) _(p)_ 1 :p=>5k=+1,
p) \5/ -1 :p=5k+2.
Dakle, sva rjesenja su p = 2 i prosti brojevi oblika 5k + 1.

Zadatak 3.4. Neka je p prost broj i k € Z. Dokazite da postoje a,b € Z takvi da
pla+b*+k.
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Rjesenje. Skupovi
A={r*mod p:2€{0,1,...,p—1}}, B={(—k—y*) mod p: 2 €{0,1,...,p—1}}

imaju po ’il elemenata (75~ L kvadratnlh ostataka i nula) Stoga je AN B # () pa
postoje .,y takvi daje 2= —k —y? (mod p) < p|2®+¢y*+k.

Zadatak 3.5. Dokazite da suma kvadrata 5 uzastopnih prirodnih brojeva ne moze
biti potpun kvadrat.

Rjesenje. Pretpostavimo da je (z —2)* + (z — 1)2 + 2% + (z + 1)® + (z + 2)? = ¢*
Nakon pojednostavljivanja dobivamo jednadzbu 5(x*+2) = 3. Stoga mora vrijediti
5| 22 + 2, medutim 2? = 0,1,4 (mod 5) i dobili smo kontradikciju.

Zadatak 3.6. Odredite sve n, k € Ny takve da je n® — 1 = 63 - 85*.
Rjesenje. Primijetimo da je
n—1=m-1)n+1)n*—n+)n*+n+1).

Takoder, ako p | n* £n+ 1, tada p | 4n* £ 4n + 4 = (2n + 1)? + 3 $to znaci da je

<_73> = 1. Gaussov zakon reciprociteta nam kaze da je (%) = (g) Zakljucujemo

da su brojevi n? & n + 1 nemaju djelitelja oblika 3k + 2.

Kako 5,17 = 2 (mod 3), to znaéi da 85% | (n — 1)(n + 1). Onda mora vrijediti
dant+n?+1=m>—n+1)(n*+n+1)|63. To znaci da je n* +n?+1 < 63 pa
je n < 2. Lako se provjeri da je n = 2,k = 0 jedino rjeSenje.

Zadatak 3.7. Odredite sve n,a,b, c,d € Ny takve da je n* + 1 = 295°11°43%.

Rjesenge. Ako p | n*+1, tada mora vrijediti <‘71> =1,tj. p=1 (mod 4). To znaci
dajec=d=0.

Primijetimo takoder da n* + 1 ne moze biti djeljivo s 4 pa je a < 1. Po Malom
Fermatovom teoremu je n* = 0,1 (mod 5) pa je i b = 0. Stoga su jedina rjesenja
n=0a=0in=1,a=1.

Zadatak 3.8. Dokazite da za z,y € Z vrijedi tvrdnja 7 | 22+ 2y* = 7% | 2°+2y°.
Rjesenje. Kako je (_72) = 1, dobivamo da vrijedi sljedece: ako 7 | 2% + 232, tada
7| z,y. Sada sigurno vrijedi 7% | 2% + 2y

Zadatak 3.9. Dokazite da za n > 2 svaki prost djelitelj broja 22" + 1 daje ostatak
1 mod 27*2,

Rjesenje. Neka p | 22" + 1. Tada p | 227 — 11 pt 2% — 1 pa je ord,(2) = 2"+,
Zakljucujemo da 2" | o(p) = p — 1.

Kako je n > 2, vidimo da je p = 1 (mod 8) pa je (%) = 1. To po definiciji
Legendreovog simbola znaéi da je

p—1

22 =1 (mod p).

Stoga 2"+! | 222 — p=1 (mod 2"*?).
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Zadatak 3.10. Dokazite da p t 2" + 3 za sve n € N i proste brojeve p = 17
(mod 24).

Rjesenge. Ako 2 | n, tada p | 2% + 3 pa je (’73) =1pajep=1 (mod 3) sto je u
suprotnosti s p = 11 (mod 24).
Ako 21 n, tada p | 202 +3 = p | 42® + 6 pa je <_76) = 1. Medutim, zbog

uvjeta p = 17 (mod 24) dobivamo da je
)-G)@) -
p p p

Zadatak 3.11. Dokazite da ne postoji n € N takav da 101 | 9" + 7.

kontradikcija.

Rjesenge. Ako 101 | 9"+7 = 2247, tada je —7 kvadratni ostatak mod 101. Medutim,
ST\ =1\ (7 _ (101) _ (3) _

(1) = (@) () = (%) = (3) = —1.

Zadatak 3.12. Dokazite da je 3 primitivni korijen za sve Mersenneove proste bro-

jeve p = 2F + 1 vecde od 3.

Rjesenje. Primijetimo prvo da je k potencija broja 2. Kako je p(p) = p — 1 = 2,
dovoljno je provjeriti da je 32" # 1 (mod p). Medutim,

rrt= ()= -(5)-() -

Sto dokazuje da je 3 primitivni korijen.

Zadatak 3.13. Neka je p = 4n+1 prost broj. Odredite ostatak pri dijeljenju broja
n" s p.
Rjesenge. Koristit ¢emo jednakost (4n)" = 22" .p". Znamo da je (4n)" = (—1)"

(mod p) i

2 =27 = (2) = () = (= 1) (mod )

Stoga je n™ =1 (mod p).
Zadatak 3.14. Dokazite da jednadzba 4ab — a — b = 2? nema rjesenja u N.

Rjesengje. Kad obje strane pomnozimo s 4 i dodamo 1, dobivamo (4a —1)(4b—1) =
422 + 1. Medutim, izraz 42? + 1 nema prostih djelitelja oblika 4k + 3.

Zadatak 3.15. Neka je p > 2 prost broj. Dokazite da postoji prirodni broj manji
od /p + 1 koji nije kvadratni ostatak mod p.
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Rjesenje. Neka je 0 < a < p najmanji kvadratni neostatak mod p. Tada je (%) =
<%> (%) = —lzasve 0 < k < a. Pretpostavimo da je a > \/p+1. Zak = |2|+1 <

VP + 1 <avrijedi p<ak <p+a,tj. 0<ak—p<a. Stoga bi moralo biti

(45 (2) -

Sto nije moguce. Dobili smo kontradikciju pa mora vrijediti a < /p + 1.

Zadatak 3.16. Neka je p prost broj. Dokazite ekvivalenciju

Jr€Zpla*—2+3 & IyecZyp|y*—y+25.

Rjesenge. Primijetimo da su brojevi 2? — z + 3,3? — y + 25 neparni §to automatski

rjesava slucaj p = 2. Neka je sada p > 3. Vrijedi

pla*—r+3 < plda® —4x+12= (22— 1) + 11
Takav x postoji ako i samo ako je (%l) = 1. Sli¢no je

plyP —y+25 <= p|4y® —4y+ 100 = (2y — 1)* + 99.

Takav y postoji ako i samo ako je <’ng> = 1. Ekvivalencija slijedi jer je <’T> =

2
—u) (3}’ _ (=u

(5 () = (5):

Zadatak 3.17. Odredite sve z,y € N takve da vrijedi y*> — 5 | 2% + 1.

Rjesenje. Izraz x® + 1 ne moze biti djeljiv s 4 pa y mora biti paran. Medutim, sada
je izraz y? — 5 oblika 4k + 3. Ako je y? —5 > 0, tada y*> — 51 2% + 1 jer 22 + 1 nema
prostih djelitelja oblika 4k + 3.

Jedina preostala moguénost je y = 2 i vidimo da su svi parovi (z,y) = (z,2)
rjesenje zadatka.

Zadatak 3.18. Dokazite da za svaki prost broj p postoji n € N takav da p |
(n? — 3)(n? — 5)(n® — 15).

Rjesenje. Ako je p = 3,5, mozemo uzeti n = p. Ako je p = 2, mozemo uzeti n = 1.
Neka je sada p # 2,3,5. Tada znamo da vrijedi

6)G)-G)

p) \p p)

Zbog multiplikativnosti Legendreovih simbola bar jedan od brojeva (%), (f—)), (%)
je jednak 1.

Zadatak 3.19. Odredite sve n € N za koje vrijedi 12n? + 3 | 2" + 1.
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Rjesenge. Kako 3 | 2" + 1, n mora biti neparan. Neka p | 4n? +1. Tadap | 2" +1 =
222 + 1 pa je (‘f) = 1. Stoga je p=1,3 (mod 8). Medutim, 4n*+1=4+1=5
(mod 8) sigurno ima prost djelitelj oblika 8k+5 ili 8k +7 sto je kontradikcija. Dakle,
ne postoji takav n.

Zadatak 3.20. Odredite sve proste brojeve p koji dijele neki od brojeva oblika
z?+ 5+ 7.

Rjesenje. Broj 2% + 5x + 7 je uvijek neparan pa je p # 2. Sada vrijedi
pla*+52+7 < p|4r* + 202+ 28 = (22 + 5)* + 3.
-3

Takav x postoji ako i samo ako je 1 = (7) = (g) Stoga su rjesenje svi p oblika
3k + 1.

Zadatak 3.21. Odredite sve a,b € N takve da 2° — 1] 2% + 1.

Rjesenje. Ako je b = 1, tada je svaki a rjesenje. Ako je b = 2, tada je svaki 2 { a
rjeSenje. Neka je sada b > 3.

Pretpostavimo da 2 | a. Tada 2* +1 = z? + 1 nema prostih djelitelja oblika
4k + 3, ali 2° — 1 je oblika 4k + 3 pa imamo kontradikciju.

Pretpostavimo da 2 1 a. Tada 2% + 1 = 2% + 1 i za svaki prost p | 2¢ + 1 vrijedi

<_72> =1 = p=1,3 (mod8). Medutim, 2° —1 = —1 (mod 8) sigurno ima
prost djelielj oblika 8k + 5 ili 8k + 7, kontradikcija.

Dakle, sva rjesenja su (a,b) = (n, 1), (2n — 1,2) za neki n € N.

Zadatak 3.22. Dokazite da svaki neparni djelitelj broja 522 + 1 ima parnu zna-
menku desetica.

Rjesenge. Ako p | 5z + 1, tada je 1 = (’75) = (%) (2). Dakle, imamo 2 slucaja:

(__1> — <£> =1 = p=1 (mod4),p=+1 (modb) = p=1,9 (mod 20),

D 5)

—1
(7> = <§> =—-1 = p=-1 (mod4),p=+42 (modb5) = p=3,7 (mod 20).

Nije tesko provjeriti da umnozak prostih brojeva koji daju ostatke 1,3,7,9 mod 20
takoder daje ostatak 1,3,7,9 mod 20 pa ima parnu znamenku desetica.

Zadatak 3.23. (*) Odredite sve n € N za koje vrijedi 2" +1 | 5 — 1.

Rjesenje. Ako je nm neparan, broj 2" + 1 je djeljiv s 3, ali 5™ — 1 nije. Stoga 2 | n.
Takoder n # 4k + 2 jer u tom slucaju 5 | 2™ + 1.

Nekajen =2%za2{bia > 2. Nekap | 2" +1, tada jednog od proslih zadataka
znamo da je p =1 (mod 2°7?). Medutim, takoder vrijedi i p | 5" — 1 te 5% = 41
(mod p). Ako je 57 = — (mod p), tada je

57t =1 (mod p), 5" =1 (mod p),



POGLAVLJE 3. KVADRATNI OSTACI 8

sto je nemoguce. Naime, n = 29 | ’%lb jer p=1 (mod 2°%%) <= 2071 | ’%1.

5
(mod 5). Dakle, svi prosti djelitelji broja 2" + 1 moraju biti oblika 5k + 1, ali
2"+ 1=1+1=2 (mod 5) pa on nuzno ima djelitelj oblika 5k + 2, kontradikcija.
Stoga ne postoji takav n € N.

Zadatak 3.24. (*) Ako su m,n € N takvi da je /7 > =, dokazite da je VT >
m + 1

n mn

Zakljuéujemo da je (2) = (%) =57 =1 (mod p) iz ¢ega slijedi da je p = +1

Rjesenje. Vrijedi
™Tm?>m? = ™m*>m?*+1.
Medutim, jednadzba 7n* = m? + 1 nema rjeSenja u Z jer je (=) = —1. Stoga je
™2 > m? + 2.
Medutim, ni jednadzba 7n* = m? + 2 nema rjesenja u Z zbog (=2) = —1 pa je
7n? > m? + 3. Sada je
23 22 1 1\° 1
> S S (T+—) — VTix 24—
nz2  n n2  n?2  m2n n  mn n  mn

Stovise, mora vrijediti stroga nejednakost jer je v/7 iracionalan broj.

Zadatak 3.25. (*) Dokazite da ne postoje a,b,c € N takvi da je % € 7.

Rjesenje. Mozemo pretpostaviti da je (a,b,c¢) = 1, inace sva tri broja podijelimo
s njihovim najveéim zajednickim djeliteljem. Pretpostavimo da je a? + b*> + ¢ =
3n(ab + bc + ca) za neki n € N. Tada je

(a+b+c)? = (3n+2)(ab+ be + ca)

pa postoji prost broj p = 3k + 2 koji dijeli 3n + 2 neparno puta. Za taj broj p onda
mora vrijediti i

plat+b+cab+bec+ca = plab+ (a+b)(—a—0b) = p|a*+ab+ b

Ako je p = 2, lako vidimo da mora biti 2 | a,b = 2 | ¢. To je kontradikcija jer
smo pretpostavili (a, b, c) = 1.
Ako je p > 2, tada vrijedi p | 4(a® + ab + b?) = (2a + b)? + 3b*. Medutim,
-3

(7) = —1 pa imamo p | 2a + b,b = p | a,b = p | ¢ §to opet daje

kontradikciju zbog (a,b,c) = 1.
Zadatak 3.26. (*) Odredite sve proste brojeve p takve da je p!+p potpun kvadrat.

Rjesenje. Brojevi p = 2,3 su rjesenje jer je 2! +2 = 22,31 + 3 = 32, a p = 5 nije
rjesenje jer je 5! +5 = 125. Neka je sada p > 7 i pretpostavimo da je p! + p = z2.
Neka je 2 < g < p prost broj. Kako je p! +p = 2%, mora vrijediti 22 = p (mod q)

pa je (§> = 1. Bududi da je p > 7, imamo da je 2*> = p! + p = p (mod 8) iz cega

slijedi da je p=1 (mod 8). Stoga je (73) = <3> = 1. Takoder je i <]%> =1.

q p

Iz ovoga mozemo zakljuciti da je (%) = 1zasve 1 < n < p zbog multiplika-

tivnosti Legendreovih simbola. To je kontradikcija jer postoji tocno 1%1 kvadratnih
ostataka i neostataka mod p.
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Zadatak 3.27. (*) Neka je k € N kvadratni ostatak za sve dovoljno velike proste
brojeve. Dokazite da je k£ potpun kvadrat.

Rjesenje. Neka je k = x2-py ... pp, gdjeje p1 < ... < p,. Tadajeip;...p, kvadratni
ostatak za sve dovoljno velike proste brojeve p, odnosno

(2)-(5) ()

Lako vidimo da nije mogu¢ slucaj p;...p, = 2 pa je p, > 2. Sada ¢emo naci prost
broj p sa sljede¢im svojstvima:

p=1 (mod8), (pﬁl) =1, ..., <pf_1) =1, (;%) — 1

Po CRT-u postoji beskonaéno mnogo rjesenja n = a (mod 8p; ...p,) tog sustava
kongruencija (ako je p; = 2, kongruenciju mod p; mozemo zanemariti i gledamo
mod 8ps . ..p,). Dirichletov teorem garantira da postoji beskonaé¢no mnogo prostih
brojeva p = a (mod 8p; ...p,). Sada je

(52 (2)-(8)- () () reon

sto je kontradikcija (pri okretanju Legendreovih simbola znak se ne mijenja jer je
p =1 (mod 4)). Dakle, mora biti k = z?.

Napomena: Kao sto smo vidjeli na ovim zadacima, kvadratni ostaci imaju
Siroku primjenu u teoriji brojeva. Osim njih, postoje i npr. kubni ostaci za proste
brojeve p = 3k + 1. Ako je p = 3k + 2, tada taj pojam nema smisla jer jednadzba
23 = a (mod p) ima rjeSenje za svaki a € Z (Zasto?) pa je svaki a kubni ostatak.

Ako zelimo definirati kubni simbol sa slicnim svojstvima kao Legendreov simbol
(multiplikativnost, reciprocitet, ...), moramo izaéi iz prstena Z. Naime, nultocke
polinoma 2% — 1 su 1, w, w?, gdje je w = e’5". Stoga je prirodan prsten ovdje prsten
Eisensteinovih cijelih brojeva Z[w].

Pomoc¢u ovih kubnih simbola se moze npr. dokazati da su prosti brojevi oblika
p = a® +27b? tocno prosti brojevi p = 3k + 1 takvi da kongruencija 3 = 2 (mod p)
ima cjelobrojno rjesenje. Vise o kubnim ostacima moze se pronadi u [I}, 2] [3].
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