Poglavlje 2

Kongruencije

Mali Fermatov, Eulerov i Wilsonov teorem

Teorem (Mali Fermatov teorem): Neka je p prost broj i a € Z. Tada vrijedi
a? = a (mod p). Ako pta, tada vrijedi i a?~' =1 (mod p).

Teorem (Eulerov teorem): Neka su a,n relativno prosti prirodni brojevi. Ako je
n=p...pe*, definirajmo broj p(n) = pi* (p1 —1) ... pp*(pr, — 1). Tada vrijedi
a?™ =1 (mod n).

Iz definicije funkcije ¢ nije tesko pokazati da za sve n > 3 vrijedi 2 | p(n) te da
je p(n) =1samozan=1,2.

Napomena: Obrat malog Fermatovog teorema ne vrijedi. Stovige, definiramo
da je slozen broj x € N Fermat pseudoprost ako za svaki a € Z relativno prost s x
vrijedi a®' = 1 (mod z). Primjeri Fermat pseudoprostih brojeva su 341,561, 645.
Provjerite to!

Teorem (Wilson): Ako je p prost broj, tada je (p — 1)! = —1 (mod p).
Zadatak 2.1. Odredite sve n € N za koje je ¢(n) = 568.

Rjesenge. Neka je n = p{* ...pp*, p1 > ... > pi. Kako je 568 = 23 - 71, iz definicije
funkcije ¢(n) nije tesko zakljuciti da n mora imati prost djelitelj vedi ili jednak 71
pa je py > 71. Takoder je p; — 1 | p(n) = 568. Sada imamo nekoliko slucajeva.

e p1—1=568 = p; =569,a; = 1. Sada je ¢(z55) = 1. Jedini brojevim € N
za koje je ¢(m) =1 sum = 1,2 pa su ovdje sva rjeSenja n = 569, 1138.

e p; — 1 = 284. Ovdje nema rjesenja jer 285 nije prost.

e p; — 1 = 142. Ovdje nema rjeSenja jer 143 nije prost.

e p; — 1| 71. Ovdje nema rjesenja jer p; mora biti neparan.
Dakle, sva rjesenja su 569, 1138.
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Zadatak 2.2. Odredite zadnje 3 znamenke broja 65
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Rjesenje. Zanima nas koliki ostatak broj 656 daje pri dijeljenju s 8 i 125. Lako

vidimo da je djeljiv s 8 pa ostaje odrediti ostatak mod 125. Kako je ¢(125) = 100,
Eulerov teorem nam kaZe da trebamo odrediti ostatak 666°°° mod 100 §to ¢e nam
omoguciti da izracunamo 6™ mod 125.

Znamo da je 6665 = 0 (mod 4), a p(25) = 20 pa po Eulerovom teoremu vrijedi

666°66 = 66620336 = 666° = 66° = 16 (mod 25).
Sustav

r=0 (mod 4)
r =16 (mod 25)

po CRT-u ima rjeSenje 2 = 16 pa je 666°° = 16 (mod 100) i 656" = 6'6 = &1
(mod 125). Sustav

r=0 (mod 8)
=81 (mod 125)

po CRT-u ima rjeSenje x = 456 pa su to trazene zadnje 3 znamenke.
Zadatak 2.3. Dokazite da za sve proste brojeve p # ¢ vrijedi pq | p?7~! + ¢"~* — 1.
Rjesenje. Po Malom Fermatovom teoremu je
P ' =0+1=1 (mod p),
pT 4+ ' =14+0=1 (mod q).
Kako je p # q, vrijedi (p,q) = 1 pa je izraz p?~' + ¢?~! — 1 djeljiv s pq.

Zadatak 2.4. Dokazite da za sve proste brojeve p # qisve a € Z vrijedi a??P~9+2 =
a (mod pq).

Rjesenje. Po Malom Fermatovom teoremu je

ati7P=t2 g = D@D = =0 (mod p)
i analogno za q.
Zadatak 2.5. Odredite sve proste brojeve p za koje p | 47 + 5P,

Rjesenje. Po Malom Fermatovom teoremu je 47 + 52 =4 +5 =9 (mod p). Zato je
jedino rjesenje p = 3.

Zadatak 2.6. Neka je p prost broj i a € Z takav da p | a? — 1. Dokazite da
2
p* | aP — 1.

Rjesenje. Vrijedi a? = a (mod p). Stoga je a = pk + 1 pa je

a? —1=(pk+1)—1=@pk)’+...+pk-p+1—-1=0 (mod p?).



POGLAVLJE 2. KONGRUENCIJE 3

Zadatak 2.7. Dokazite da za svaki prost broj p i svaki ¢ € Z postoji x € Z takav
da je 2% = ¢ (mod p).

Rjesenje. Ocito zelimo namjestiti x mod p, a kako se x pojavljuje i u eksponentu,
namece se i potreba da namjestimo x mod p — 1. Ako je z =1 (mod p — 1), tada
je

T

=z (mod p)

pa je dovoljno uzeti x = ¢ (mod p). Sustav

1 (modp—1)
¢ (mod p)

ima rjesenje u Z po CRT-u.

Zadatak 2.8. Dokazite da za svaki prost broj p postoji beskona¢no mnogo n € N
takvih da p | 2" — n.

Rjesenje. Kako i u proslom zadatku, logi¢no je namjestiti n mod p,p — 1. Ako je
p = 2, mozemo uzeti bilo koji paran n. Neka je sada p > 3.

Mozemo npr. uzeti n =0 (mod p — 1). Tada je 2" = 1 (mod p) pa je dovoljno
uzeti n =1 (mod p). Sustav

n=0 (modp—1)
n=1 (mod p)

ima beskona¢no mnogo rjesenja u Z po CRT-u.
Zadatak 2.9. Odredite sve proste brojeve p za koje p? | 57 + 1.

Rjesenje. Po Malom Fermatovom teoremu je 5 +1=5+1=6 (mod p). Stoga
su jedini kandidati p = 2,3. Zap = 2je 5+ 1 = 2 (mod 4), a za p = 3 je
5 4+1=5"+1=126=0 (mod 9). Stoga je jedino rjesenje p = 3.

Zadatak 2.10. Ovisno o vrijednosti prirodnog broja n odredite (n!+ 1, (n + 1)!).

Rjesenge. Vidimo da je (n!+ 1,(n+ 1)) = (n!+ 1,n!- (n+1)) = (n! + 1,n+ 1).
Ako je n + 1 prost, tada je n! + 1 djeljivo s n + 1 po Wilsonovom teoremu. Ako je
n + 1 slozen, tada je n + 1 = ab za neke 2 < a,b < n in! je djeljivo s a i b. Stoga je

n—+1, n+4 1 prost,

1, n + 1 slozen.

(n!+1,n+1):{

Zadatak 2.11. Dokazite da je za svaki n € N niz 2,22, 22" 2222, ... od nekog ele-
menta nadalje periodi¢can mod n.

Rjesenje. Promatramo niz a; = 2, a,+1; = 2**. Primijetimo da je niz oblika

ai a2 as
ap,201,2% 20
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pa je po Eulerovom teoremu dovoljno dokazati da je niz eksponenata periodican
mod ¢(n).

Preciznije, za dokaz tvrdnje koristimo jaku indukciju. Baza n = 1 je trivijalna
jer su svi prirodni brojevi djeljivi s 1. Neka je n sad neki prirodan broj i neka je
n = 2% t.d. 21 b. Po pretpostavci indukcije niz je periodican mod ¢(b) od nekog
mjesta nadalje. Stoga je niz

201202 293 .

periodican mod b, a svi osim konac¢no elemenata niza su djeljivi s 2¢. Slijedi da je
niz od nekog elementa nadalje periodican mod n po CRT-u.

Zadatak 2.12 (Medunarodna matematicka olimpijada 1975 *). Neka je A = 44444444,
B zbroj znamenki broja A, a C' zbroj znamenki broja B. Odredite zbroj znamenki
broja C.

Rjesenje. Neka je s(n) zbroj znamenki prirodnog broja n. Znamo da je n = s(n)
(mod 9). Jos preostaje ograniciti brojeve B, C. Kako je

A = 4444 < 10000*4 = 104441,

mora vrijediti B = s(A) < 9-4-4444 < 10°. Stoga jei C' = s(B) < 9-6 = 54 < 100
paje s(C)<9-2=18.
Takoder, vrijedi

A= 444484 = 7 =70 = 2401 =7 (mod 9).

Zato je s(C) =7 (mod 9) pa zakljuéujemo s(C) € {7,16}. Medutim, s(C') < 18 pa
mora vrijediti s(C) = 7.

Zadatak 2.13 (Medunarodna matematicka olimpijada 2005 *). Odredite sve pri-
rodne brojeve koji su relativno prosti sa svim elementima niza a, = 2" + 3" 4+ 6" —
1,n>1.

Rjesenje. Dokazimo da svaki prost broj p dijeli neki ¢lan niza (a,,). Kako je ay = 48,
mozemo pretpostaviti da je p > 5. Cinjenica da je n u eksponentu nas navodi na
Mali Fermatov teorem. Primijetimo da za svaki a relativno prost s p vrijedi

1

a?'=1 (modp) = a*?=a"' (modp).

Ovdje je a~! multiplikativni inverz broja a mod p. Stoga je

1 1 1
24346 1 =243 6 1= s5tztg—1=0 (mod p).
Citatelju za vjezbu ostavljamo da dokaze da se s multiplikativnim inverzima moze
raditi kao s racionalnim brojevima.
Dakle, jedini prirodan broj relativno prost sa svim brojevima a,, je 1.
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