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Zadatak
Je li funkcija A(n) = (—1)“(n), gdje je w(n) = broj prostih
djelitelja od n multiplikativna?

Zadatak
Je li funkcija F(n) = @(n?), multiplikativna?



Diofantske aproksimacije
Za dani realni broj & s {a} ¢emo oznacavati razlomljeni dio od «,
tj. {a} = a — |a], a sa ||a|| oznaCavat ¢emo udaljenost od a do
najblizeg cijelog broja, tj. ||a|| = min({a}, 1 — {a}).
Ocito je 0 < {a} <1i0 < [laf| < 1.
Na primjer, {3.7} = 0.7 ||3.7]| = 0.3.
Teorem (Dirichlet)
Neka su o i Q realni brojevi i Q > 1. Tada postoje cijeli brojevi p, q
takvida je1 < q < Q i [laq| = lag—p| < 5.
Dokaz: Pretpostavimo najprije da je @ prirodan broj. Promotrimo
sljede¢ih @ + 1 brojeva:

0,1, {a}, {2a},..., {(Q - 1)a}.

Svi ovi brojevi leze na segmentu [0, 1]. Podijelimo segment [0, 1] na
Q disjunktnih podintervala duljine %:
1 2 2 3 Q-1

1
[0,5>, [55> [55> . 0



Prema Dirichletovom principu, barem jedan podinterval sadrzi dva
(ili vise) od gornjih Q 4 1 brojeva.

Uo&imo da broj {ra} ima oblik ra —s, r,s € Z, a brojevi 0 1 se
takoder mogu zapisati u tom obliku (uz r = 0).

Dakle, postoje cijeli brojevi ry, 2, 51,55 takvida je 0 < r; < Q,
i=1,2,n# rnidavrijedi

1
0
Mozemo pretpostaviti da je 1 > r». Stavimo: g =r — 2,

p=s1—s. Tadajel < g< Q (jersuinr irn manjiodq)i
lag — p| < &, &ime je tvrdnja teorema dokazana u slu¢aju Q € IN.

\(rlzx — 51) — (rQOC — 52)’ S

Pretpostavimo sada da Q nije prirodan broj. Neka je
Q' =|Q|+1> Q. Prema prije dokazanom, postoje cijeli brojevi
p,qtakvidajel < g< Q ilag—p| < Q,< Q

Takoder zbog 1 < g < Q' slijedi 1 < ¢ < | @], odnosno
1<g<Q. ]



Korolar
Ako je « iracionalan broj, onda postoji beskonacno mnogo parova
p, q relativno prostih cijelih brojeva takvih da je

1
‘“_§’<?' (1)

Dokaz: Tvrdnja Dirichletovog Teorema ocito vrijedi i ukoliko
zahtjevamo da su p i g relativno prosti. Naime ako je (p,q) =d i
p = dp1, g = dqi, tada je

|dqra d|<1 je |qra |<1<1
— —, paje —p| < =< .
q1 Pl = g Pale Qe —pi s ga =

Dakle, za @ > 1 postoje relativno prosti cijeli brojevi p, g takvi da
je o — g| < Qiq < %. Buduéi da je a iracionalan, slijedi da
ag—p #0tj. \1x—§| >Ozasve§€Q.



Pretpostavimo da postoji samo konano mnogo racionalnih brojeva
g koji zadovoljavaju (1).

Neka su to brojevi %,j =1,...,n
U
Izaberimo prirodan broj m tako da je % < |agj — pj| za sve

j=1...,n

Primijenimo sada Teorem 3 uz @ = m, pa dobivamo racionalan

broj g s q < m za koji vrijedi |ag — p| < L < %, pa vrijedi i
_ P 1 1

| qj] < < o

Takoder, g je razlicit od %, e, %, Sto je kontradikcija. O



Napomena
Tvrdnja prethodnog Korolara ne vrijedi ukoliko je « racionalan.

Zaista, neka je « = . Akoje £ # a, onda

p ug — vp 1
=7 >,

1 p u
> le= =2
q q v q vq vq

povlaci da je g < v. To znaci da (1) moZe biti zadovoljeno samo
za konac¢no parova p, q relativno prostih cijelih brojeva.



Neka je a proizvoljan realan broj. Stavimo: ag = |«].

Ako je ag # &, onda zapisimo « u obliku & = ap + “1—1 tako da je
a1 > 1, i stavimo a3 = [a1].

Ako je a1 # a1, onda a1 zapisimo u obliku a1 = a1 + 0(1—2, tako da
je ap > 1,1 stavimo ap = L(X2J.

Ovaj proces mozemo nastaviti u nedogled, ukoliko nije a, = &, za
neki n.

Jasno je da ako je a, = a, za neki n, onda je a racionalan broj.

Naime, tada je

x = ag + 1 , (2)
ar +

a +

1
4+ =
dan

Ovo éemo krace zapisivati u obliku & = [ag, a1, ..., an).



Zadatak Dokazite da je a, > 1 za sve n € IN. Mora |i biti ag > 17
Pretpostavimo sada da je a, # «, za sve n.
Definirajmo racionalne brojeve % sa

Pn

= lag,a1,...,an|.
n [0 1 n]

Zadatak Odredite sve p,/q, za & = 17/7.



Teorem
Brojevi pp, qn zadovoljavaju rekurzije

Pn = anpPpn-1-+Pn—2, Po=4a0, p1=apar+1;
Gn = anGn-1+tqn—2 QG =1, q = a1

Dokaz: Za n = 2 tvrdnja se provjerava direktno. Pretpostavimo da

je n>2ida tvrdnja vrijedi za n — 1. Definirajmo brojeve p/, g} sa
% = [a1,a2,...,a8j41]. Tada je
J

Pn1 = 3nPn_2 + Pn-3,  dn1 = 3nGn_2 + dn_3-
po pretpostavci indukcije. No,

, 1 g9, ap._{+q_
&zao+7:ao+f,1: (e EERIESY
qJ [aly"'vaj] pJ_]_ pj—]_




Stoga je pj = aop;_1 + /1, G = Pj_1-

Prema tome,

P = ao(anpn_s+ Pp-3) + (anGn_o + qp_3)
an(aop)_o + qn_o) + (a0Ph_3 + qh_3) = anPn—1 + Pn—2,
qdn = anp;772 + p:1—3 = anqn-1+ qn-2.

O

Dogovorno uzimamodajep »=0,p.1=1,9g,=1,9g.1=0.
Lako se provjerava da uz ovaj dogovor Teorem 6 vrijedi za sve
n > 0.

Zadatak Dokazite da je g, rastuéi niz i da je g, > n za sve n > 0.



Teorem

Za sve n > —1 vrijedi: qnpn—1 — pnqn—1 = (—1)".

Dokaz: Teorem dokazujemo indukcijom. Za n = —1 imamo:
g-1p—2 — p-19—2=0-0—1-1=(—1)"1

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n — 1. Tada je

dnPn—1 — PnGn-1 = (anqn—l + qn—2)Pn—1 - (anpn—l + Pn—2)qn—1
= _(qn—lpn—2 - Pn—lCIn—Z) = _(_1)n71 = (_1)n.

Korolar
Brojevi p, i qn su relativno prosti.

Dokaz: Slijedi jer se 1 moze pokazati kao linearna kombinacija od
Pn 1 Gn.



Teorem

1) &<&<&

<...]
do p) e}

2) &>&>&>...,
a1 a3 ds

3) Ako je n paran, a m neparan, onda je % < Z—"’.

Dokaz: 1z prethodnih Teorema je

Pn—2 . Pn pnf2(anqn71 + anz) - (3nPn71 + Pnfz)anz

G2  Gn GnGn—2
. an(pnf2qn71 — Pn-1 qnf2) + Pn—2Gn—2 — Pn—2qn—2
B dndn-2
_ (=1)"'a, (3)
B dnQn-2 .

Primijenimo Ii (3) za n paran, dobivamo £:=2 < £, 3 za n neparan
n— n

dobivamo £Bo=2 > Pn
qn-2 dn



Preostaje dokazati tvrdnju 3). Neka je n < m. To mozemo
pretpostaviti jer je ako je ova tvrdnja zadovoljena onda je
zadovoljena i za sve m < n, posto Z—’" rastu s m, a % padaju s n.

Buduéi da je % < Z’"—:, dovoljno je dokazati da je —Z:: <

Pm
Gm"

Zadnja nejednakost je to€na jer je, po prethodnom Teoremu,
dmPm—-1 — Pmdm-1 = (_1)m =-1<0.



Teorem

-
lim 22 =«
n—oo qn

Dokaz: Buduéida 22 < 22 < ... < PL dlijedida lim Pn postoji.
qdo q2 q1 n—o  (gp
n paran

. . . Pn
Iz istog razloga postojii lim —.
n— oo
nneparan

Pn-1 _ Pn __ (7 )n
Ali ova dva limesa su jednaka jer e S TS = T i zbog

Gn > nje ||mn—>oo( Dk =0.

Adn—1dn
Neka je ¢ = lim, o0 5—
Iz definicije brojeva a1, az, ... slijedi da je
a=[ag, a1, ...,an &n+1], gdje je 0 < L

Xp41 — apt1’



Pril - Prema prethodnom
Adn+1

Teoremu znadi da je 22 < o < BrL 73 pparan i 2oL < o < B0 25
an qn+1 gn+1 qn
n neparan. Dakle, a = 0.

Vidimo da « lezi izmedu brojeva %
n

Zadatak

Izracunajte prve Cetiri konvergente %, %, %, % u razvoju broja
e = 2.7182818284 - - - u jednostavni verizni razlomak.



Sada mozemo zakljuciti da ako je & racionalan, onda je a, = a, za
neki n.

Pn i Pn+1

Zaista, u protivnom bi, zbog toga sto « lezi izmedu @ i o, imali
1 1

‘IX—& < pn+1_&: <72 (4)
an dn+1 dn Adn+14n an

za svaki n.

To bi znacilo da postoji beskonacno mnogo racionalnih brojeva 5

takvih da je |a — §| < %, Sto je u suprotnosti s Napomenom.



Definicija

Ako je ag cijeli broj, ay, ..., an prirodni brojevi, te ako je

a = [ag, a1,...,an|, onda ovaj izraz zovemo razvoj broja o u
konacni jednostavni verizni (neprekidni) razlomak; % =lag, ..., a
Je i-ta konvergenta od a, a; je i-ti parcijalni kvocijent od «, a

®; = [aj, aj11, ..., an) je i-ti potpuni kvocijent od «.

Ako je w iracionalan broj, onda uvodimo oznaku
mew[ao,al,...,an] = lao, a1, 32, ...|. Ako jea = [ag, a1, a2,...],
onda ovaj izraz zovemo razvoj od a u (beskonacni) jednostavni
verizni razlomak; % = lag, ..., a;] je i-ta konvergenta od a, a; je
i-ti parcijalni kvocijent, a a; = [a;, aj4+1,...] je i-ti potpuni
kvocijent od w.



Neka je « iracionalan broj. Prema formuli (4) svaka konvergenta od
« zadovoljava nejednakost o — 2| < L

Teorem
Neka su % i % dvije uzastopne konvergente od a. Tada barem
jedna od njih zadovoljava nejednakost

p 1
- < —.
‘ q 2qg2
Dokaz: Brojevi oo — %, n— % imaju suprotni predznak, pa je
e [ e
Gn An—1 n  Gn-1 Gndn-1  2q; 2q;_4
(jer je 2ab < 2>+ b%zaa # b, mi uzmemo a = %, b= qil ).
Prema tome, vrijedi
1 _ 1
‘tx—& < ili ’—p”l’< —.
dn 2q; an-1 2q,,,1




Teorem (Borel)

Neka su 5" 2, Z”*i 5" tri uzastopne konvergente od «. Tada barem
n

jedna od njih zadovoljava nejednakost

1

<\fq

=4l

-Dikiz: Stavimo & = [ag, a1, ...], @i = [aj, 3j+1,...] i Bi = % za
i>1.

Imamo &« = [ag, a1, ..., an, &n+1], pa je
Xnt1Pn + Pn-1 -1)"
qn“_pn:qn'rprn—n_ n:¥‘ (5)
Xnt1Gn + qn-1 Qnt1Gn + Qn-1
Stoga je
Pn 1
n——| = : (6)
’ an qr27((XI7+1 + ,Bn+1)

Da bi dovrsili dokaz, moramo pokazati da ne postoji prirodan broj n
takav da zai=n—1,n,n+1 vrijedi

aj+ Bi < V5. (7)



Pretpostavimo da je (7) ispunjeno za i = n— 1, n. Tada iz

Xp—1 = ap-1-+ DT'
n

1 _ dn-1 an—19n—2 + gdn-3 qn-3

—_— = = ap— + = an— + n—
,Bn dn-2 dn-2 ' qn-2 ' ﬁ !
slijedi
R A
«, ,Bn — &np—-1 n—1 > .
Stoga je
1:0(n'i: <f_1>“n§ (\/g_,Bn> (\/>—1>,
Kn ,Bn :B”
—5— /58, — fﬂ > 1.

MnoZenjem s —[3,,/\/3 dobivamo ﬁ% — \/gﬁ,, +1 < 0. Odavde
slijedi da je B € [@ @} dakle buduéi da je B, racionalan,

Bn > V52,



Ako bi (7) takoder bilo ispunjeno za i = n, n+ 1, onda bi
V5-1

koristenjem istih argumenata dobili B,41 > *=5—, pa iz

Gn = anGn-1 + Gn_o  slijedi a2, = —n _ n=2
dn—1 dn—1,
dn  Gn-2 1 2 V5 -1

1< a,

= = —_ <
-1 Gn-1  Pnt1 Pr

§to je kontradikcija.



