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Aritmeticke funkcije

Za funkciju f : IN — C kazemo da je multiplikativna ako je
f(1) =1, te ako je f(mn) = f(m)f(n) za (m, n) = 1.
Jedan primjer multiplikativne funkcije je Eulerova funkcija za koju

je ranije dokazano da zadovoljava ovo svojstvo.

Cesto uz multiplikativnu funkciju f vezemo funkciju

g(n) = Lq|nf(d).

Pokazimo da je g takoder multiplikativna. Neka je (m, n) = 1.
Tada je

g(mn) = )} f(dd)=} ) f(d)f(d)

dlmd'|n dlmd’'|n

= (Z f(d)> (Z f(d’)> = g(m)g(n).

d'|n



Cesto ¢emo koristiti i da za proizvoljnu funkciju f vrijedi

Zf(n) = Zf(n/d).
d|n d|n

Na primjer za n = 6 vrijedi

F(L)+f(2)+f(3)+f(6)=1(6/1)+f(6/2)+f(6/3)+1(6/6).
Takoder Cesto mijenjamo redoslijed sumacije, pa imamo

ZZf(d, d) = ZZf(d, d"),
d d d d

s tim da moramo paziti po ¢emu idu d i d’ tako da se s obje strane
pojavljuju isti f(d, d’).



Definicija
Mébiusova funkcija p(n), n € IN je definirana sa
{ 0,  ako nnije kvadratno slobodan

(—1)k, akojen= pipy-- - pk, p; razliciti prosti brojevi.

Ocito je funkcija u multiplikativna, pa je i funkcija
v(n) = Lg)n #(d) takoder multiplikativna.

Dakle, v(1) =1, dok za n > 1 vrijedi
v(n) =v(pi* -+ pi*) = v(pi*) - - v(py)

= (W) +plpr) +p(pp) +- ) - (1) + plpi) +p(pe) +-- )
=(1-140+---)---(1—=140+---)=0.



Teorem (Mdbiusova formula inverzije)

Neka je f : IN — C proizvoljna funkcija, te neka je

F(n) = Y4, f(d), n € N. Tada je f(n) = Lq, u(d)F(5).
Obrnuto, ako je f(n) =Yg, u(d)F(G) za svakin € Z, onda je
F(n) = Lqn f(d).

Dokaz: Imamo:

YudF(S) = Lud) L F(d) =Y f(d) Y uld)
d|n

d|n d|5 d'|n d|4

d/

= L)) = F(n).

d'|n



Da bi dokazali obrat, zapisimo jednakost f(n) =Yg, u(d)F(§) u
obliku f(n) = ¥y, #(g)F(d'). Sada je

LA = LAG) = L L nigg)Fe) = U T (g ()

dind'|§ d'|nd| %

= LA B ki) = D F(G) = o

d'|n d'|n

O



Primjenimo li Mdbiusovu formulu inverzije na relaciju
Yd|n ¢(d) = n=id(n), dobivamo

n) = didﬁzn M
9(n) = L(@) (5) =25 (1)

d|n

Definicija

Neka je n prirodan broj. S T(n) ¢emo oznacavati broj pozitivnih
djelitelja broja n, a sa c(n) sumu svih pozitivnih djelitelja broja n.
Jasno je da vrijedi T(n) = Y4, 1, 0(n) = Lq)n d-

Posto su konstantna funkcija i identita multiplikativna, slijedi da su
funkcije T i o takoder multiplikativne.



Budu¢idaje (p/) =j+1,0(p)) =1+p+p?+---p/

dobivamo sljedece formule za T i 0
k
w(pft ) = [Jai+1)

X1 (93 _ & P,
optop) = [1%—

Cesto ¢emo aproksimirati sumu integralima. Za rastucu
integrabilnu funkciju f vrijedi

b+1

b b
/ Fx)dx < Y F(k) g/ F(x) dx.
a—1 k—a a

Posebno




Propozicija
1) (T()<n(1—|—|nn) zan>2.
2) @(n)>1- zan>2.

Dokaz:
1) Imamo:

1

T ; " ;
( Z;) 1+/ L) = n(1+nn)

2) Funkcija f(n) = % je multiplikativna. Nadalje,

o(n) =

Q.
D.\:
o.\
3
o.\

P -Dp -l 11
f(p') = (p—1)p¥ =1 Wzl p?’

pa je
1 o0 1. 1.3 24 3.5 4.
f(n)Eg(l—pﬂZ’ll(l_mz)_z.z'3.3'4-4'5.



Prema tome, o'(n)@(n) > 3n?. Iz 1) slijedi o(n) < 2nlnn za
n > 2, odakle je ¢(n) > 7 - . Za n = 2 ekplicitno
provjerimo. O

Y

=

Cesto je od interesa ispitati asimptotsko ponasanje aritmetickih
funkcija, tj. ocijeniti sume oblika }_,-, f(n), gdje je x dovoljno
velik realan broj.
Mi ¢emo to u€initi za funkcije T, o i @. Pritom ¢emo rabiti sljedecu
oznaku: f(x) = O(g(x)) ako postoji konstanta C takva da je
|f(x)| < Cg(x) za sve x.
Na primjer, budu¢i da je | x| = x — {x}, a {x} je omedena
funkcija, mozemo pisati: |x| = x+ O(1).
Takoder, zbog
X1 1 x1
[ e <1 [

1 t nex N 1t

tj. In[x] < ¥pex t <1+ Inx, mozemo pisati:

Y. 1 Inx 4+ O(1).

n<x



Sljedec¢u lemu ostavljamo bez dokaza.

Lema )
o 1 T
Vrijedi: ,; 2= 5
Propozicija
1) anxr(n) X—|— O(X)
2) Lo<xo(n) = % 2+ O(xInx)
3) ZnSx?(n) % X —|—O(X|nX)
Dokaz:
1)
Yorn) = Y Y1=) Y 1=
n<x n<xd| d<xm<%



2) Primijetimo da je

Yo=Y Yd=YY =Y Y = m.

n<x n<xd|n n<x d|n d<x n=md<x d<x m<

Nadalje je

Eh- £ b b -o)

Konaéno je, po Lemi koju nismo dokazivali Y54 % = %2. Slijedi

Y o(n) = Toex [3(5)°+0(3) ] = £ Laex (1) +xLac 0 (3)

= [%X2 + O(X)} +x0(Inx) = %Xz + O(xInx).



3) Prema (1), imamo:

n
Yoo(n) =) ) p(d)-— =) u(d ) m
n<x n<xd|n d<x m<%
Ve¢ smo vidjeli da je zadnja suma jednaka (%) + 0(%). Nadalje
u(d) u(d)
-I— o
LUg- £ vo(l)

Da bi izracunali }g_4 52) pomnozimo je s Y o d2 Dobivamo:

O S10EIED W= VERTUES e I
:iV(rg)_l

Prema tome, dobili smo da je Yo, L) %, pa kona&no imamo:

)iyl

Loo=Erol3(5)" o)) = £ (4



= %Xz + O(xInx).

Buduci da je Y, ¢(n) ~ %xz, Yonex N~ 3x2, rezultat iz

Propozicije 3) moze se interpretirati i tako da kazemo da je
vjerojatnost da su dva nasumce izabrana cijela broja relativno
prosta jednaka % ~ 0.6079.

Sada ¢emo promotriti neke funkcije koje su povezane s
distribucijom prostih brojeva.

Definicija

S 1t(x) éemo oznacavati broj prostih brojeva p takvih da je p < x.
Von Mangoldtova funkcija A(n), n € N je definirana s

A(n) = Inp ako je n = p*, A(n) = 0 inace. Stavimo nadalje

P(x) =Y A(n), 8(x)=)Y Inp, T(x)=) Inn

n<x p<x n<x



Godine 1896. Hadamard i de la Vallée Poussin su dokazali da je
mT(x) ~ %5 kad x — co.
Mi éemo dokazati nesto slabiju tvrdnju. Naime pokazat ¢emo da

postoje pozitivni realni brojevi a i b takvi da je

2 < (x) < b
In x Inx

za dovoljno velike x.

Teorem

Y A(d)=1Inn.

d|n
Dokaz: Neka je n = f-;l p;’. Tadajelnn= Zf-‘zl a;Inp;. No,
p;’ || n, pa pf | n ako i samo ako je e jedan od brojeva 1,2,...,«;.
Stoga je

ioc,-ln pi = i 2 Inp; = ZA(d).
i=1 dfn

i=1pf|n



Sljede¢i teorem ostavijamo bez dokaza, koji se moze naéi u skripti.

Teorem
Neka je ap = 5 In2+ 3 In3 ~ 0.7804, by = 3ap ~ 1.1705. Ako je
a<agib> by, onda postoji realan broj xo (koji ovisi 0 a i b)
takav da je

ax < P(x) < bx

za sve X > Xp.



Teorem

Za x > 1 vrijedi: 9(x) = p(x) + O(y/x).

Dokaz: |z definicije je 9(x) < ¢(x) za sve x. Dakle, moramo jo3
nadi donju ogradu za razliku ¢(x) — 9(x).

Imamo:

:ZA ZInp—ZZ'nP:Zﬂ(\k/;)

n<x k<x k pSW k

Stavimo K = [{2%]. Imamo

|
k>K= k> —In 2>E|nx:>2>\f

In2
pa je ¥({/x) = 0.
Stoga je

po prethodnom Teoremu. Konstanta u O ne ovisi 0 k, a ¢lanovi u
sumi padaju.



Zato je

P(x) —0(x) = O(Vx+ ), ¥x) =

3<k<K

O(Vx+ K¥/x) = O(Vx+ ¥/xInx) = O(V/x).

L]
Teorem
Za x > 2 vrijedi:
_ ¥(x) x
H(X) a In x * O(|n2)<).
Dokaz: Pokazimo najprije da za x > 2 vrijedi
[ x 9
(x) = 2 +/ C 2)
In x 2 ulnu

Zaista,

/2X 8(u) duz/zx(ZInp)uflanudu

2
uln©u p<u



1 1

= Zlnp/p v tInT?udu = Zlnp(m—m) =

p<x p<x

9(x)

Inx

t(x) —

Buduci da je 0 < 9(x) < ¢(x), iz Teorema kojeg smo ostavili bez
dokaza slijedi da je ¢(x) = O(x). Zato je integral u (2)

O( [, In"? udu).

Rastavimo podrudje integracije ovog integrala na dva dijela:
2<u<xiyx<u<x

Na prvom dijelu, podintegralna funkcija je omedena, pa je doprinos
tog dijela O(y/x).

Na drugom dijelu, podintegralna funkcija je < |n§x’ pa je doprinos
drugog dijela O(—5-). O

In? x




Teorem
Neka su brojevi ag i by kao u Teoremu prije. Ako je a < ap i
b > by, onda nejednakost

X X

vrijedi za sve dovoljno velike x.
Dokaz: Koriste¢i ranije dokazane rezultate, imamo:

n) = Sy o( ) =P o( XY X o X)),

In x In? x In x In? x In x In? x

To daje gornju ogradu u (3) za dovoljno velike x ako je b > by.

Sliéno se dobiva

m(x) > a0+ 05 ),

In x InZ x

Sto daje donju ogradu u (3) za dovoljno velike x. O



