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Aritmeti£ke funkcije

Za funkciju f : N→ C kaºemo da je multiplikativna ako je
f (1) = 1, te ako je f (mn) = f (m)f (n) za (m, n) = 1.

Jedan primjer multiplikativne funkcije je Eulerova funkcija za koju
je ranije dokazano da zadovoljava ovo svojstvo.

�esto uz multiplikativnu funkciju f veºemo funkciju
g(n) = ∑d |n f (d).

Pokaºimo da je g tako�er multiplikativna. Neka je (m, n) = 1.
Tada je

g(mn) = ∑
d |m

∑
d ′|n

f (dd ′) = ∑
d |m

∑
d ′|n

f (d)f (d ′)

=

(
∑
d |m

f (d)

)(
∑
d ′|n

f (d ′)

)
= g(m)g(n).



�esto ¢emo koristiti i da za proizvoljnu funkciju f vrijedi

∑
d |n

f (n) = ∑
d |n

f (n/d).

Na primjer za n = 6 vrijedi

f (1)+ f (2)+ f (3)+ f (6) = f (6/1)+ f (6/2)+ f (6/3)+ f (6/6).

Tako�er £esto mijenjamo redoslijed sumacije, pa imamo

∑
d

∑
d ′

f (d , d ′) = ∑
d ′

∑
d

f (d , d ′),

s tim da moramo paziti po £emu idu d i d ′ tako da se s obje strane
pojavljuju isti f (d , d ′).



De�nicija

Möbiusova funkcija µ(n), n ∈N je de�nirana sa

µ(n) =

{
0, ako n nije kvadratno slobodan

(−1)k , ako je n = p1p2 · · · pk , pi različiti prosti brojevi.

O£ito je funkcija µ multiplikativna, pa je i funkcija
ν(n) = ∑d |n µ(d) tako�er multiplikativna.

Dakle, ν(1) = 1, dok za n > 1 vrijedi

ν(n) = ν(pα1
1 · · · p

αk
k ) = ν(pα1

1 ) · · · ν(pαk
k )

= (µ(1) + µ(p1) + µ(p21) + · · · ) · · · (µ(1) + µ(pk) + µ(p2k) + · · · )

= (1− 1+ 0+ · · · ) · · · (1− 1+ 0+ · · · ) = 0.



Teorem (Möbiusova formula inverzije)

Neka je f : N→ C proizvoljna funkcija, te neka je

F (n) = ∑d |n f (d), n ∈N. Tada je f (n) = ∑d |n µ(d)F ( nd ).
Obrnuto, ako je f (n) = ∑d |n µ(d)F ( nd ) za svaki n ∈ Z, onda je

F (n) = ∑d |n f (d).

Dokaz: Imamo:

∑
d |n

µ(d)F (
n

d
) = ∑

d |n
µ(d) ∑

d ′| nd

f (d ′) = ∑
d ′|n

f (d ′) ∑
d | n

d ′

µ(d)

= ∑
d ′|n

f (d ′)ν(
n

d ′
) = f (n).



Da bi dokazali obrat, zapi²imo jednakost f (n) = ∑d |n µ(d)F ( nd ) u
obliku f (n) = ∑d ′|n µ( n

d ′ )F (d
′). Sada je

∑
d |n

f (d) = ∑
d |n

f (
n

d
) = ∑

d |n
∑
d ′| nd

µ(
n

dd ′
)F (d ′) = ∑

d ′|n
∑
d | n

d ′

µ(
n

dd ′
)F (d ′)

= ∑
d ′|n

F (d ′) ∑
d | n

d ′

µ(
n

dd ′
) = ∑

d ′|n
F (d ′)ν(

n

d ′
) = F (n).



Primjenimo li Möbiusovu formulu inverzije na relaciju
∑d |n ϕ(d) = n = id(n), dobivamo

ϕ(n) = ∑
d |n

µ(d)id
( n
d

)
= n∑

d |n

µ(d)

d
. (1)

De�nicija

Neka je n prirodan broj. S τ(n) ¢emo ozna£avati broj pozitivnih

djelitelja broja n, a sa σ(n) sumu svih pozitivnih djelitelja broja n.

Jasno je da vrijedi τ(n) = ∑d |n 1, σ(n) = ∑d |n d .

Po²to su konstantna funkcija i identita multiplikativna, slijedi da su
funkcije τ i σ tako�er multiplikativne.



Budu¢i da je τ(pj ) = j + 1, σ(pj ) = 1+ p + p2 + · · · pj = pj+1−1
p−1 ,

dobivamo sljede¢e formule za τ i σ:

τ(pα1
1 · · · p

αk
k ) =

k

∏
i=1

(αi + 1),

σ(pα1
1 · · · p

αk
k ) =

k

∏
i=1

pαi+1
i − 1
pi − 1

.

�esto ¢emo aproksimirati sumu integralima. Za rastu¢u
integrabilnu funkciju f vrijedi

∫ b

a−1
f (x)dx ≤

b

∑
k=a

f (k) ≤
∫ b+1

a
f (x)dx .

Posebno ∫ k

k−1
f (x)dx ≤ f (k) ≤

∫ k+1

k
f (x)dx .



Propozicija

1) σ(n) < n(1+ ln n) za n ≥ 2.
2) ϕ(n) > 1

4
· n
ln n za n ≥ 2.

Dokaz:

1) Imamo:

σ(n) = ∑
d |n

d = ∑
d |n

n

d
≤ n ∑

d≤n

1
d
= n(

1
n
+

n−1
∑
d=1

1
d
)

< n

(
1+

n−1
∑
d=1

1
d

)
≤ n ·

(
1+

∫ n

1

1
x
dx
)
= n(1+ ln n).

2) Funkcija f (n) = σ(n)ϕ(n)
n2

je multiplikativna. Nadalje,

f (pj ) =
(pj+1 − 1)pj−1(p − 1)

(p − 1)p2j
= 1− 1

pj+1
≥ 1− 1

p2
,

pa je

f (n) ≥∏
p|n

(1− 1
p2

) ≥
∞

∏
m=2

(1− 1
m2

) =
1 · 3
2 · 2 ·

2 · 4
3 · 3 ·

3 · 5
4 · 4 ·

4 · 6
5 · 5 · · · =

1
2
.



Prema tome, σ(n)ϕ(n) ≥ 1
2
n2. Iz 1) slijedi σ(n) < 2n ln n za

n > 2, odakle je ϕ(n) > 1
4
· n
ln n . Za n = 2 ekplicitno

provjerimo.

�esto je od interesa ispitati asimptotsko pona²anje aritmeti£kih
funkcija, tj. ocijeniti sume oblika ∑n≤x f (n), gdje je x dovoljno
velik realan broj.

Mi ¢emo to u£initi za funkcije τ, σ i ϕ. Pritom ¢emo rabiti sljede¢u
oznaku: f (x) = O(g(x)) ako postoji konstanta C takva da je
|f (x)| ≤ Cg(x) za sve x .

Na primjer, budu¢i da je bxc = x − {x}, a {x} je ome�ena
funkcija, moºemo pisati: bxc = x +O(1).

Tako�er, zbog ∫ bxc
1

1
t
dt ≤ ∑

n≤x

1
n
< 1+

∫ x

1

1
t
dt,

tj. ln bxc ≤ ∑n≤x
1
n < 1+ ln x , moºemo pisati:

∑
n≤x

1
n
= ln x +O(1).



Sljede¢u lemu ostavljamo bez dokaza.

Lema

Vrijedi:
∞

∑
n=1

1
n2

=
π2

6
.

Propozicija

1) ∑n≤x τ(n) = x ln x +O(x)
2) ∑n≤x σ(n) = 1

12
π2x2 +O(x ln x)

3) ∑n≤x ϕ(n) = 3
π2 · x2 +O(x ln x)

Dokaz:

1)

∑
n≤x

τ(n) = ∑
n≤x

∑
d |n

1 = ∑
d≤x

∑
m≤ x

d

1 = ∑
d≤x

⌊ x
d

⌋
= ∑

d≤x

( x
d
+O(1)

)
= x ∑

d≤x

( 1
d
+O(1)

)
= x ln x +O(x)



2) Primijetimo da je

∑
n≤x

σ(n) = ∑
n≤x

∑
d |n

d = ∑
n≤x

∑
d |n

n

d
= ∑

d≤x
∑

n=md≤x

md

d
= ∑

d≤x
∑

m≤ x
d

m.

Nadalje je

∑
m≤ x

d

m =
1
2

⌊ x
d

⌋ ( ⌊ x
d

⌋
+ 1
)
=

1
2

( x
d

)2
+O

( x
d

)
.

Sada je

∑
d≤x

1
d2
−

∞

∑
d=1

1
d2

= O
( ∫ ∞

x

1
t2

dt
)
= O

( 1
x

)
.

Kona£no je, po Lemi koju nismo dokazivali ∑∞
d=1

1
d2

= π2

6
. Slijedi

∑
n≤x

σ(n) = ∑d≤x

[
1
2

(
x
d

)2
+O

(
x
d

) ]
= x2

2 ∑d≤x
(
1
d

)2
+ x ∑d≤x O

(
1
d

)
=

[
π2

12
x2 +O(x)

]
+ xO(ln x) = π2

12
x2 +O(x ln x).



3) Prema (1), imamo:

∑
n≤x

ϕ(n) = ∑
n≤x

∑
d |n

µ(d) · n
d
= ∑

d≤x
µ(d) ∑

m≤ x
d

m.

Ve¢ smo vidjeli da je zadnja suma jednaka 1
2
( xd )

2 +O( xd ). Nadalje

∑
d≤x

µ(d)

d2
=

∞

∑
d=1

µ(d)

d2
+O

( 1
x

)
.

Da bi izra£unali ∑∞
d=1

µ(d)
d2

, pomnoºimo je s ∑∞
d=1

1
d2
. Dobivamo:( ∞

∑
d=1

µ(d)

d2

)( ∞

∑
d=1

1
d2

)
=

∞

∑
m=1

1
m2 ∑

dd ′=m

1 ·µ(d) =
∞

∑
m=1

1
m2 ∑

d |m
µ(d)

=
∞

∑
m=1

ν(m)

m2
= 1.

Prema tome, dobili smo da je ∑∞
d=1

µ(d)
d2

= 6
π2 , pa kona£no imamo:

∑
n≤x

ϕ(n) = ∑
d≤x

µ(d)
[1
2

( x
d

)2
+O

( x
d

)]
=

x2

2 ∑
d≤x

(µ(d)

d2

)
+ ∑

d≤x
O
( x
d

)



=
3

π2
x2 +O(x ln x).

Budu¢i da je ∑n≤x ϕ(n) ∼ 3
π2 x

2, ∑n≤x n ∼ 1
2
x2, rezultat iz

Propozicije 3) moºe se interpretirati i tako da kaºemo da je
vjerojatnost da su dva nasumce izabrana cijela broja relativno
prosta jednaka 6

π2 ≈ 0.6079.

Sada ¢emo promotriti neke funkcije koje su povezane s
distribucijom prostih brojeva.

De�nicija

S π(x) ¢emo ozna£avati broj prostih brojeva p takvih da je p ≤ x .
Von Mangoldtova funkcija Λ(n), n ∈N je de�nirana s

Λ(n) = ln p ako je n = pk , Λ(n) = 0 ina£e. Stavimo nadalje

ψ(x) = ∑
n≤x

Λ(n), ϑ(x) = ∑
p≤x

ln p, T (x) = ∑
n≤x

ln n.



Godine 1896. Hadamard i de la Vallée Poussin su dokazali da je
π(x) ∼ x

ln x kad x → ∞.

Mi ¢emo dokazati ne²to slabiju tvrdnju. Naime pokazat ¢emo da
postoje pozitivni realni brojevi a i b takvi da je

a
x

ln x
< π(x) < b

x

ln x

za dovoljno velike x .

Teorem

∑
d |n

Λ(d) = ln n.

Dokaz: Neka je n = ∏k
i=1 p

αi
i . Tada je ln n = ∑k

i=1 αi ln pi . No,
pαi
i ‖ n, pa pei | n ako i samo ako je e jedan od brojeva 1, 2, . . . , αi .

Stoga je
k

∑
i=1

αi ln pi =
k

∑
i=1

∑
pei |n

ln pi = ∑
d |n

Λ(d).



Sljede¢i teorem ostavljamo bez dokaza, koji se moºe na¢i u skripti.

Teorem
Neka je a0 =

1
3
ln 2+ 1

2
ln 3 ≈ 0.7804, b0 = 3

2
a0 ≈ 1.1705. Ako je

a < a0 i b > b0, onda postoji realan broj x0 (koji ovisi o a i b)
takav da je

ax < ψ(x) < bx

za sve x > x0.



Teorem
Za x ≥ 1 vrijedi: ϑ(x) = ψ(x) +O(

√
x).

Dokaz: Iz de�nicije je ϑ(x) ≤ ψ(x) za sve x . Dakle, moramo jo²
na¢i donju ogradu za razliku ψ(x)− ϑ(x).

Imamo:

ψ(x) = ∑
n≤x

Λ(x) = ∑
pk≤x

ln p = ∑
k

∑
p≤ k
√
x

ln p = ∑
k

ϑ( k
√
x).

Stavimo K = b ln xln 2 c. Imamo

k > K =⇒ k >
ln x

ln 2
=⇒ ln 2 >

1
k
ln x =⇒ 2 > k

√
x ,

pa je ϑ( k
√
x) = 0.

Stoga je

ψ(x)− ϑ(x) = ∑
2≤k≤K

ϑ( k
√
x) ≤ ∑

2≤k≤K
ψ( k
√
x) = ∑

2≤k≤K
O( k
√
x),

po prethodnom Teoremu. Konstanta u O ne ovisi o k , a £lanovi u
sumi padaju.



Zato je
ψ(x)− ϑ(x) = O(

√
x + ∑

3≤k≤K

k
√
x) =

O(
√
x +K 3

√
x) = O(

√
x + 3
√
x ln x) = O(

√
x).

Teorem
Za x ≥ 2 vrijedi:

π(x) =
ϑ(x)

ln x
+O

( x

ln2 x

)
.

Dokaz: Pokaºimo najprije da za x ≥ 2 vrijedi

π(x) =
ϑ(x)

ln x
+
∫ x

2

ϑ(u)

u ln2 u
du. (2)

Zaista, ∫ x

2

ϑ(u)

u ln2 u
du =

∫ x

2
(∑
p≤u

ln p)u−1 ln−2 u du



= ∑
p≤x

ln p
∫ x

p
u−1 ln−2 u du = ∑

p≤x
ln p
( 1
ln p
− 1

ln x

)
=

π(x)− ϑ(x)

ln x
.

Budu¢i da je 0 ≤ ϑ(x) ≤ ψ(x), iz Teorema kojeg smo ostavili bez
dokaza slijedi da je ϑ(x) = O(x). Zato je integral u (2)
O(
∫ x
2
ln−2 u du).

Rastavimo podru£je integracije ovog integrala na dva dijela:
2 ≤ u ≤

√
x i
√
x ≤ u ≤ x .

Na prvom dijelu, podintegralna funkcija je ome�ena, pa je doprinos
tog dijela O(

√
x).

Na drugom dijelu, podintegralna funkcija je ≤ 4

ln2 x
, pa je doprinos

drugog dijela O( x
ln2 x

).



Teorem
Neka su brojevi a0 i b0 kao u Teoremu prije. Ako je a < a0 i

b > b0, onda nejednakost

a
x

ln x
< π(x) < b

x

ln x
(3)

vrijedi za sve dovoljno velike x .

Dokaz: Koriste¢i ranije dokazane rezultate, imamo:

π(x) =
ϑ(x)

ln x
+O

( x

ln2 x

)
=

ψ(x)

ln x
+O

( x

ln2 x

)
≤ b0

x

ln x
+O

( x

ln2 x

)
.

To daje gornju ogradu u (3) za dovoljno velike x ako je b > b0.

Sli£no se dobiva

π(x) ≥ a0
x

ln x
+O

( x

ln2 x

)
,

²to daje donju ogradu u (3) za dovoljno velike x .


