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Teorem
Vrijedi

Y ¢(d) =
d|n

Dokaz: Neka je n = pi* - - - p.*.
Zbog multiplikativnosti od ¢, imamo:
k
;qv(d) = 11(1 +olp) +opf) +--+o(p)). (1)
Naime, mnozenjem faktora na desnoj strani od (1) dobivamo sumu
faktora oblika q)( DR -(p(pfk) = (p(plﬁ1 : ’Bk) gdje je

0<Bi<aji= 1 ..... k, a to je upravo IUeva strana od (1). Sada
K , )
> ¢(d) :H<1+<Pi—1)+(P; —pi)+ (P = T ))
d|n i=1
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Teorem (Wilson)
Ako je p prost broj, onda je (p —1)! = —1 (mod p).

Dokaz: Za p =2 i p = 3 kongruencija je ocito zadovoljena. Stoga
smijemo pretpostaviti da je p > 5.

Grupirajmo €lanove skupa {2,3, ..., p—2} u parove (/,j) sa
svojstvom /- j =1 (mod p).

Primjetimo da za svaki i postoji to¢no jedan j modulo p koji to
zadovoljava, posto jednadzba ix =1 (mod p) ima tocno jedno
rjesenje.

Ocito je i # j jer bi inace broj (i — 1)(i + 1) bio djeljiv sa p, a to
je nemoguce zbog 0 < i—1<i+1<p.
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Ocito je da vrijedi i obrat Wilsonovog teorema. Zaista, neka vrijedi
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Tako dobivamo PTf?’ parova i ako pomnozimo odgovarajuch pr3
kongruencija, dobit ¢emo

2:3---(p—2)=1 (mod p),

pa je
(p—1)!=1-1-(p—1)=-1 (mod p).
L]

Ocito je da vrijedi i obrat Wilsonovog teorema. Zaista, neka vrijedi

(p—1)!=-1 (mod p)

i pretpostavimo da p nije prost. Tada p ima djelitelj d, 1 < d < p,
i ddijeli (p—1)L

No, tada d mora dijeliti i —1, 5to je kontradikcija.
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Teorem

Neka je p prost broj. Tada kongruencija x> = —1 (mod p) ima
rjesenja ako i samo ako jep=2ilip =1 (mod 4).

Dokaz: Ako je p =2, onda je x =1 jedno rjeSenje.

Ako je p =1 (mod 4), onda iz Wilsonovog teorema imamo:

12 P20 - 1)(p-2) (- T

p—1
(e

pa je x = (Pgl)! jedno rjesenje.

)2 =—1 (mod p),

Neka je p =3 (mod 4). Pretpostavimo da postoji x € Z takav da

je x> = —1 (mod p).

Tada je xP~! = (—1)'351 = —1 (mod p), 5to je u suprotnosti s
Malim Fermatovim teoremom. O]
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Pretpostavimo da je p prost broj, te da vodeéi koeficijent od f nije
djeljiv s p. Tada kongruencija f(x) =0 (mod p) ima najvise n
rjesenja modulo p.

Dokaz: Za n =1 tvrdnja je ve¢ dokazana prosli put.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve polinome stupnja n— 1, te
neka je f polinom stupnja n.

Za svaki a € Z imamo f(x) — f(a) = (x — a)g(x), gdje je g
polinom stupnja n — 1 s cjelobrojnim koeficijentima i s istim
vodecim koeficijentom kao f. Zato ako kongruencija f(x) =0
(mod p) ima rjesenje x = a, onda sva rjeSenja ove kongruencije
zadovoljavaju (x — a)g(x) =0 (mod p).

No, po induktivnoj prepostavci kongruencija g(x) =0 (mod p)
ima najvise n — 1 rjeenja, pa kongruencija f(x) =0 (mod p) ima
najvise n rjeSenja. O
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Teorem (Henselova lema)

Neka je f(x) polinom s cjelobrojnim koeficijentima. Ako je
f(a) =0 (mod p/) i f'(a) Z0 (mod p), onda postoji jedinstveni
t€{0,1,2,...,p— 1} takav da je f(a+ tp/) =0 (mod p/*1).

Dokaz: Koristimo Taylorov razvoj polinoma f oko a:

- . £ )
fla+tp) = f(a) + to/f'(a) + tzpzjfz('a) I tnpmfnfa)_

. .. flR) - . . .
Pokazimo da su brojevi fkk!(a) cijeli. Ovu je tvrdnju dovoljno
dokazati za polinome oblika g(x) = x™, gdje je m > k. No, tada je

(k) — _ m—k
gW(a) m(m—1)- - (m—k+1)am K (m
K1 K1 k)P €L




Zato iz (2) dobivamo

fla+tp)) = f(a) + tp/f'(a) (mod p/L).



Zato iz (2) dobivamo

fla+tp)) = f(a) + tp/f'(a) (mod p/L).

Dakle, da bi bilo f(a+tp/) =0 (mod p/*1), nuzno je i dovoljno

da bude .
tf'(a) = —(—‘?) (mod p). (3)
pi

Buduci da je f'(a) 0 (mod p), kongruencija (3) ima, onom §to
je dokazano prosli put to¢no jedno rje3enje. O
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Propozicija

Kongruencija xP~1 —1 =0 (mod p/) ima to¢no p — 1 rjesenja za
svaki prost broj p i prirodan broj j.

Dokaz: Za j = 1 tvrdnja vrijedi po Malom Fermatovom teoremu.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki j € IN, tj. da su

X1, ..., Xp—1 Sva rjeSenja kongruencije f(x) = xP~1 —1 (mod p/).
Tada je f(x;)) =0 (mod p/) i f'(x;)) = (p—1)xP"2 #£0

(mod p/), pa po Henselovoj lemi postoji jedinstveni
tie{0,1,..., p— 1} takav da je f(x; + t;p/) =0 (mod p/™1).
Sada su x! = x; + t;p/, i =1,..., p— 1 rjeSenja kongruencije
f(x) =0 (mod p/T1).

PokaZimo da su to sva rjedenja. Zaista, ako je x’ neko rjesenje,
onda je f(x’) =0 (mod p/), pa je X' = x; (mod p/) za neki
i=1,..., p—1.

Sada iz jedinstvenosti od t; slijedi da je x' = x! (mod p/™). O
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Definicija

Neka su a i n relativno prosti prirodni brojevi. Najmanji prirodni
broj d sa svojstvom da je a? =1 (mod n) zove se red od a modulo
n. Jos se kaZe da a pripada eksponentu d modulo n.

Propozicija

Neka je d red od a modulo n. Tada za prirodan broj k vrijedi
ak =1 (mod n) ako i samo ako d|k. Posebno, d|g(n).

Dokaz: Ako d|k, recimo k = d -/, onda je a¥ = (a9)/ =1
(mod n).

Obratno, neka je a¥ =1 (mod n). Podijelimo k sa d, pa dobivamo
k=gqg-d+r,gdieje 0 <r<d.

Sada je

1=a"=a%"=(a9)9-a"=a" (mod n),

OJ

pa zbog minimalnosti od d slijedi da je r = 0, tj. d|k.



Definicija

Ako je red od a modulo n jednak ¢(n), onda se a zove primitivni
korijen modulo n.

Ako postoji primitivni korijen modulo n, onda je grupa reduciranih
ostataka modulo n's mnozenjem modulo n ciklicka, tj. svaki
element reduciranog sustava ostataka je potencije primitivnog
korijena.
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Teorem

Ako je p prost broj, onda postoji to¢no ¢(p — 1) primitivnih
korijena modulo p.

Dokaz: Svaki od brojeva 1,2,..., p — 1 pripada modulo p nekom
eksponentu d, koji je djelitelj od ¢(p) = p — 1. Oznacimo sa ¥(d)
broj brojeva u nizu 1,2, ..., p — 1 koji pripadaju eksponentu d.

Tada je
Y ¢(d)=p—1
d|p—1
Tvrdnja: ¢(d) # 0 povladi P(d) = ¢(d).

Neka je ¢(d) # 0, te neka je a broj koji pripada eksponentu d
modulo p. Promotrimo kongruenciju

x¥=1 (mod p).

2

Ona ima rjesenja a, a°,...,a% i po Lagrangeovom teoremu to su

sva rjesenja.



Pokazimo da brojevi a™,za1 < m < d i (m,d) = 1, predstavljaju
sve brojeve koji pripadaju eksponentu d modulo p. Zaista, svaki od
njih ima red d, jer ako je @™ =1 (mod p), onda d|md’, pa d|d’.
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sve brojeve koji pripadaju eksponentu d modulo p. Zaista, svaki od
njih ima red d, jer ako je @™ =1 (mod p), onda d|md’, pa d|d’.
Ako je b bilo koji broj koji pripada eksponentu d modulo p, onda
posto je b rjesenje jedndzbe x¥ =1 (mod p), vrijedi da je b = a™
zanekim, 1 < m<d.



Pokazimo da brojevi a™,za1 < m < d i (m,d) = 1, predstavljaju
sve brojeve koji pripadaju eksponentu d modulo p. Zaista, svaki od
njih ima red d, jer ako je @™ =1 (mod p), onda d|md’, pa d|d’.

Ako je b bilo koji broj koji pripada eksponentu d modulo p, onda
posto je b rjesenje jedndzbe x¥ =1 (mod p), vrijedi da je b = a™
za neki m, 1 < m < d. Budu¢i da je
d m
b = (a9)™@ =1 (mod p),

iz Cinjenice da je red od b modulo p jednak d, slijedi da je
(m, d) = 1. Dakle, dobili smo da je ¥(d) = ¢(d).



Pokazimo da brojevi a™,za1 < m < d i (m,d) = 1, predstavljaju
sve brojeve koji pripadaju eksponentu d modulo p. Zaista, svaki od
njih ima red d, jer ako je @™ =1 (mod p), onda d|md’, pa d|d’.
Ako je b bilo koji broj koji pripada eksponentu d modulo p, onda
posto je b rjesenje jedndzbe x¥ =1 (mod p), vrijedi da je b = a™
za neki m, 1 < m < d. Budu¢i da je

bmd) = (ad)<Tn7d> =1 (mod p),
iz Cinjenice da je red od b modulo p jednak d, slijedi da je
(m, d) = 1. Dakle, dobili smo da je ¥(d) = ¢(d).
Dakle dokazali smo tvrdnu da ¢(d) # 0 povladi ¢(d) = ¢(d).
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Pokazimo da brojevi a™,za1 < m < d i (m,d) = 1, predstavljaju
sve brojeve koji pripadaju eksponentu d modulo p. Zaista, svaki od
njih ima red d, jer ako je @™ =1 (mod p), onda d|md’, pa d|d’.
Ako je b bilo koji broj koji pripada eksponentu d modulo p, onda
posto je b rjesenje jedndzbe x¥ =1 (mod p), vrijedi da je b = a™
za neki m, 1 < m < d. Budu¢i da je

bmd) = (ad)<Tn7d> =1 (mod p),
iz Cinjenice da je red od b modulo p jednak d, slijedi da je
(m, d) = 1. Dakle, dobili smo da je ¥(d) = ¢(d).
Dakle dokazali smo tvrdnu da ¢(d) # 0 povladi ¢(d) = ¢(d). Po
Teoremu koji smo ranije dokazali je

d|p—1

pa ako bi bilo ¥(d) = 0 < ¢(d) za neki d, onda bi suma
Yd|p—1¥(d) bila manja od p —1, sto je kontradikcija. Stoga je
P(d) # 0 za svaki d, iz dokazane tvrdnje slijedi ¥(d) = ¢(d) za

svaki d, paiyp(p—1) = ¢@(p—1).
F1



Teorem

Neka je p neparan prost broj, te neka je g primitivni korijen modulo
p. Tada postoji x € Z takav da je g’ = g -+ px primitivni korijen
modulo p/ za sve j € N.

Dokaz: Imamo gP~! =1+ py, za neki y € Z. Po binomnom
teoremu je

p—1

) >p2X2gP_3+' . ._|_pP—1XP—1,

gP  =1+py+(p—1)pxgP 2+ (

tj. P ' =1+pz gdiejez=y+ (p—1)gP~2x (mod p).
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bude (z, p) = 1.



Teorem

Neka je p neparan prost broj, te neka je g primitivni korijen modulo
p. Tada postoji x € Z takav da je g’ = g -+ px primitivni korijen
modulo p/ za sve j € N.

Dokaz: Imamo gP~! =1+ py, za neki y € Z. Po binomnom
teoremu je

p—1

gP  =1+py+(p—1)pxgP 2+ ( )

>p2x2gp—3 4. ._|_pP—1XP—1,

1

t. P =1+pz,gdiejez=y+ (p—1)gP2x (mod p).

Koeficijent uz x nije djeljiv sa p, pa mozemo odabrati x tako da
bude (z, p) = 1.

Tvrdimo da tada g’ ima trazeno svojstvo. Dokazimo to.
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Pretpostavimo da g pripada eksponentu d modulo p/. Tada d
dijeli p(p/) = p/1(p—1).

No, g’ je primitivni korijen modulo p, pa p — 1 dijeli d. Dakle,
d = pX(p — 1) za neki k < j. Nadalje, imamo

(1+p2)P =1+p%z, (1+p2)” = (1+p*2)P = 1+p°2,
(1+p2)P =1+ p*tiz,

gdie je (zi,p) =1zai=1,..., k.

Buduéi da je g’ = (14 pz)¥ =1 (mod p/), odavde zaklju€ujemo
da je j = k+ 1, 5to povlaci da je d = ¢(p/). O
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Za prirodan broj n postoji primitivni korijen modulo n ako i samo
ako jen=2,4, p/ ili2p/, gdje je p neparan prost broj.

Dokaz: Jasno je da je 1 primitivni korijen modulo 2, te da je 3
primitivni korijen modulo 4.
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Teorem

Za prirodan broj n postoji primitivni korijen modulo n ako i samo
ako jen=2,4, p/ ili2p/, gdje je p neparan prost broj.

Dokaz: Jasno je da je 1 primitivni korijen modulo 2, te da je 3
primitivni korijen modulo 4.

Neka je g primitivni korijen modulo p/; on postoji prema prethodno
dokazanom teoremu. Odaberimo medu brojevima g i g + p/ onaj
koji je neparanm i nazovimo ga g’.

Neka je d = @(2p/) = @(p/). Tada je (g’) reda d modulo (2p/),
pa je on primitivni korijen modulo 2p/

Ostaje jos dokazati nuznost. Neka je najprije n = 2/ za j > 3.

Tada za neparan broj a vrijedi a> = 1 (mod 8). Buduéi da 8[a® — 1
i 2|a®> + 1 imamo a* =1 (mod 16).

Ponavljajuéi ovaj argument dobivamo: a2~ =1 (mod 2/) za
j > 3. Buduéi da je ¢(2/) = 271, dokazali smo da ne postoji
primitivni korijen modulo 2/ za j > 3.



Konaéno, neka je n = nynp, gdje je (n1,m) =1, ny > 2, np > 2.



Konacno, neka je n = nyny, gdje je (n1,mp) =1, ny > 2, np > 2.

Brojevi @(n1) i ¢(n2) su parni, pa imamo

a%q’(”)

(aq’(”l)) 39(n2)

<a¢(”2)> 39(n)

1 (mod nyp),

a%(P(n)

1 (mod ny).



Konacno, neka je n = nyny, gdje je (n1,mp) =1, ny > 2, np > 2.

Brojevi @(n1) i ¢(n2) su parni, pa imamo

239(n) = (aq)(,,l)) 3¢(n2)

<a¢(”2)> 39(n)

1 (mod nyp),

1 (mod ny).

Stoga je az#(n)

=1
korijen modulo n.

(mod n), 3to znaci da ne postoji primitivni

O



Napomena

Tzv. Artinova hipoteza glasi: Neka je 7t(N) broj prostih brojeva
< N, a vo(N) broj prostih brojeva q < N za koje je 2 primitivni
korijen. Tada je vo(N) ~ A-1t(N), gdje je

A=T],(1- ﬁ) ~ 0.3739558.



Napomena

Tzv. Artinova hipoteza glasi: Neka je 7t(N) broj prostih brojeva
< N, a vo(N) broj prostih brojeva q < N za koje je 2 primitivni
korijen. Tada je vo(N) ~ A-1t(N), gdje je

A=T],(1- ﬁ) ~ 0.3739558.

Definicija
Neka je g primitivni korijen modulo n. Lako se vidi da tada brojevi
g, 1=01,..., @(n) — 1 tvore reducirani sustav ostataka modulo

n. Stoga za svaki cijeli broj a takav da je (a,n) = 1 postoji
jedinstveni | takav da je g' = a (mod n). Eksponent | se zove
indeks od a u odnosu na g i oznacava se sa ind, a ili ind a.
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slijedi iz g2 (-1) = (—1)2 =1 (mod n) i

2ind (—1) < 2¢(n). O



Teorem

1) ind a+ind b = ind (ab) (mod ¢(n))

2)ind1=0, indg=1

3) ind (a™) = mind a (mod ¢(n)) zame N

4) ind (—1) = ¢(n) zan>3

Dokaz: Svojstva 1) — 3) slijede direktno iz definicije, a svojstvo 4)
slijedi iz g2 (-1) = (—1)2 =1 (mod n) i

2ind (—1) < 2¢(n). O

Uoc&imo da su svojstva indeksa 1) — 3) potpuno analogna
svojstvima logaritamske funkcije.



Propozicija
Ako je (n,p—1) =1, onda kongruencija x" = a (mod p) ima
Jedinstveno rjesenje.



Propozicija
Ako je (n,p—1) =1, onda kongruencija x" = a (mod p) ima
Jedinstveno rjesenje.

Dokaz: 1z x" = a (mod p), dobivamo
nindx =inda (mod p—1),

pa jer je (n,p— 1) =1, ova kongruencija ima jedinstveno
rjesenje.

O



Zadatak
Odredite najmanji primitvni korijen modulo 11 u sustavu najmanjih
nenegativnih ostataka.

Zadatak
Odredite najveci primitvni korijen modulo 13 u sustavu najmanjihu
nenegativnih ostataka.

Zadatak
Neka je a,n,d € Z. Ako je red od a modulo n jednak d, odredite
x takav da je ax’> =1 (mod n).

Zadatak
Neka su a,n € Z.. Moze li red od a modulo n biti a? Ako moze
dajte primjer, ako ne moze dokazite.

Zadatak
Neka su a,n € Z.. Moze Ii red od a modulo n biti n? Ako moZze
dajte primjer, ako ne moze dokaZite.



