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Primjer (1.2)
Odredimo d = gcd (3587, 1819) i prikazimo d kao linearnu
kombinaciju brojeva 3587 i 1819.

Rjesenje:

3587 = 1819-141768
1819 = 1768-1+51
1768 = 51-344 34

b1 = 34-1+417



Primjer (1.2)

Odredimo d = gcd (3587, 1819) i prikazimo d kao linearnu
kombinaciju brojeva 3587 i 1819.

Rjesenje:

3587
1819
1768
51
34

1819-1+ 1768
1768 -1+51
51-34+ 34
34-1+17
17.2



Sjetimo se rekurzije:

rry = b, n=c r=ri_o—qr;
x1 = 1, x=0, x=x—2—gqixi-1,
y-1 = 0, =1, yi=yi-2—qiyi-1,

Rjesenje rekurzijom:

i—-1 0 1 3

qi 1 1 34 1
x | 1 1 -1 35 —36
vil 0 1 -1 2 —69 71

Dakle, d = 17, te 3587 - (—36) + 1819 - 71 = 17.
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Prirodan broj p > 1 se zove prost ako p nema niti jednog djelitelja
d takvog da je 1 < d < p. Ako prirodan broj a > 1 nije prost,
onda kazemo da je slozen.

Teorem
Svaki prirodan broj n > 1 moZe se prikazati kao produkt prostih
brojeva (s jednim ili vise faktora).

Dokaz: Dokazat ¢emo teorem matematickom indukcijom.

Broj 2 je prost. Pretpostavimo da je n > 2, te da tvrdnja teorema
vrijedi za sve m, 2 < m < n.

Zelimo dokazati da se i n moze prikazati kao produkt prostih
faktora.

Ako je n prost, nemamo $to dokazivati.

U protivnom je n = niny, gdjejel < ny <nil<ny<n Po
pretpostavci indukcije, ny i ny su produkti prostih brojeva, pa stoga
i nima to svojstvo.
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Iz proslog Teorema slijedi da svaki prirodan broj n mozemo
prikazati u obliku

n=pliple...phr
gdje su p1, ..., pr razliCiti prosti brojevi, a a1, ..., &, prirodni
brojevi.

Ovakav prikaz broja n zvat ¢emo kanonski rastav broja n na proste
faktore.
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Teorem (Osnovni teorem aritmetike)

Faktorizacija svakog prirodnog broja n > 1 na proste faktore je
Jedinstvena do na poredak prostih faktora.

Dokaz:
Pretpostavimo da n ima dvije razli¢ite faktorizacije.

Dijele¢i s prostim brojevima koji su zajednicki objema

reprezentacijama, dobit ¢emo jednakost oblika

pPip2 - Pr=4q1q2 - (s,

gdje su p;, g; prosti brojevi, ne nuzno razliciti, ali takvi da se niti
jedan prost broj s lijeve strane ne pojavljuje na desnoj strani, tj.
pi 7 qj za sve i,j.

Medutim, to je nemoguce jer iz p1|qigz - - - s, po prethodnoj
Propoziciji, slijedi pa p; dijeli barem jedan g;.

No, to znaci da je p; = gj, kontradikcija.
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Napomena

Kasnije na kolegiju cemo vidjeti da analogon Osnovnog teorema
aritmetike ne vrijedi za cijele brojeve u (nekim) opcenitijim poljima.

Za sada, kao primjer nejednoznaéne faktorizacije na proste faktore
u prstenu Z[/—6] = {a+ b\/—6 : a,b € Z} navedimo ove dvije
faktorizacije broja 10:

10=2-5=(24++/-6)(2—v—6).

U primjenama Osnovnog teorema aritmetike €esto ¢emo prirodan
broj a pisati u obliku a =TT, p*P) gdje je a(p) >0 i
podrazumijevamo da je a(p) = 0 za skoro sve proste brojeve p.
Ako je a=1, onda je a(p) = 0 za sve p.
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Ako je a =T, p*", b=T], pPP), ¢ = I, p7P) i ab = ¢, onda je
a(p) + B(p) = v(p) za sve p.

Dakle, ako a|c, onda je a(p) < y(p).

Obratno, ako je a(p) < ¥(p), onda mozemo definirati prirodan broj
b=TI, pP(P) sa B(p) = y(p) — a(p). Tada je ab = c, pa ac.

Prema tome, dobili smo da vrijedi
alc <= a(p) <v(p), Vp. (1)

Kao posljedicu formule (1) dobivamo formulu

= T pminpble)), (2)
P



Definicija

Neka su ay, a», ..., a, cijeli brojevi razliciti od nule. Najmanji
prirodan broj ¢ za koji vrijedi da aj|c za sve i = 1,2,..., n zove se
najmanji zajednicki visekratnik i oznacava s [a1, az, ..., an).
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Propozicija

(a, b) - [a, b] = |ab|
Dokaz:

Po Osnovnom teoremu aritmetike i ranije dokazanom, dovoljno je
provjeriti da za sve realne brojeve x, y vrijedi:

min(x,y) + max(x,y) = x+y.



Slijedi da je
[a, b] = Hpmax(“(P)rﬁ(P))_ (3)

P
Propozicija
(a, b) - [a, b] = |ab|

Dokaz:
Po Osnovnom teoremu aritmetike i ranije dokazanom, dovoljno je
provjeriti da za sve realne brojeve x, y vrijedi:

min(x,y) + max(x,y) = x+y.

Zaista, ako je x <y, onda je min(x,y) + max(x,y) =x+y, a
ako je x > y, onda je min(x,y) + max(x,y) =y +x=x+y. [

Zadatak
Odredite a) [530,820], b) [720, 125].
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Reéi ¢emo da je prirodan broj a (potpun) kvadrat ako se moze
zapisati u obliku n%, ne N.

Odmah vidimo da je a potpun kvadrat ako i samo ako su svi
eksponenti a(p) parni.

Kazemo da je a kvadratno slobodan ako je 1 najveci kvadrat koji
dijeli a.
Stoga je a kvadratno slobodan ako i samo ako su svi eksponenti

a(p) jednaki 0 ili 1.
Ako je p prost, onda je pX|la <= k = a(p).
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Primjer

Dokazite da svaki slozen broj n ima prosti faktor p < \/n.
Neka je p najmanji djelitelj od n koji je veéi od 1.

Tada je p oéito prost i postoji m € IN takav daje n=p-m.

Budu¢i da je m > p, dobivamo da je n > p?, paje p < \/n.
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Prethodni primjer mozemo iskoristiti za generiranje tablice prostih
brojeva tzv. Eratostenovim sitom.

Recimo, na primjer, da Zelimo napraviti tablicu prostih brojeva
< 200.

Napisemo sve prirodne brojeve od 2 do 200.
Prekrizimo sve prave visekratnike broja 2, pa broja 3, pa broja 5.

U svakom koraku, prvi neprekrizeni broj je prost, te u idu¢em koraku
krizamo njegove prave visekratnike (prvi novoprekrizeni broj ¢e biti
njegov kvadrat, jer su svi manji visekratnici ve¢ ranije prekrizeni).

U nasem slu€aju, nakon krizanja visekratnika od 7, 11 i 13, tablica
je gotova (jer je 17 > 1/200).
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Teorem (Euklid)
Skup svih prostih brojeva je beskonacan.

Dokaz:
Pretpostavimo da su p1, pa2, ..., px svi prosti brojevi.

Promotrimo broj
n=1+pipx--- pk.

Uocimo da n nije djeljiv ni sa p1, ni sa po, ..., nisa pg.
Dakle, svaki prosti faktor p od n je razli¢it od ps, ..., pk.

Budu¢i da je n ili prost ili ima prosti faktor, dobili smo prost broj
razli¢it od p1, ..., pk, 5to je kontradikcija.



Primjer
Dokazati da za svaki prirodan broj n postoji n uzastopnih sloZenih
brojeva.

Dokaz: To su npr. brojevi
(n+1)!'+2, (n+1)!+3, ..., (n+)!+n, (n+1)!+n+1,

jerje (n+ 1)+ j djeljivosa jzaj=2,3,...,n+ 1.
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Dokazati da ne postoji polinom f(x) s cjelobrojnim koeficijentima,
stupnja > 1, takav da je f(n) prost za sve n € IN.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno. Neka je f(1) = p, gdje je p prost
broj.

Primjetimo da je (14 kp) — (1) djeljivo sa (1 + kp) — 1 = kp.
To vrijedi jer x — y dijeli x™ — y™ pa onda x — y dijeli svaki
monom od f(x) — f(y), a time i sam f(x) — f(y). Uvrstavanjem
x =1+ kpiy =1 dobivamo tvrdnju.

Slijedi da p|f(1+ kp), za svaki k € IN.

Medutim, po pretpostavci (1 + kp)je prost, pa mora biti
f(1+ kp) = p, Yk € N.

Buduci da polinom f(x) — p ima beskonacno mnogo nultocaka, on
mora biti nulpolinom, pa je f(x) = p, §to je u suprotnosti s
pretpostavkom da je stf > 1. O
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Teoriju kongruencija uveo je u svom djelu Disquisitiones
Arithmeticae iz 1801. godine Carl Friedrich Gauss (1777-1855),
jedan od najveéih matematicara svih vremena. On je takoder uveo i
oznaku za kongruenciju koju i danas rabimo.

Definicija
Ako cijeli broj m # 0 dijeli razliku a — b, onda kazemo da je a

kongruentan b modulo m i pisemo a = b (mod m). U protivnom,

kazemo da a nije kongruentan b modulo m i pisemo a £ b
(mod m).

Bududi da je a — b djeljivo s m ako i samo ako je djeljivo s —m,
bez smanjenja opéenitosti mozemo se usredotoCiti na pozitivne
module i kod nas ¢e ubudué¢e modul m biti prirodan broj.
Kongruencije imaju mnoga svojstva zajednicka s jednakostima.
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Dokaz: Treba provjeriti refleksivnost, simetriénost i tranzitivnost.
(1) Iz m|0 slijedi a = a (mod m).

(2) Ako je a= b (mod m), onda postoji k € Z takav
a—b=mk. Sadaje b—a=m-(—k), paje b=a (mod m).

(3) Iza= b (mod m) i b= c (mod m) slijedi da postoje k,/ € Z
takvida je a— b= mk i b— c = ml. Zbrajanjem dobivamo
a—c=m(k+1), sto povlaé¢i a = ¢ (mod m). O
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(2) Neka je m = de. Tada iz a— b = mk slijedi a— b= d - (ek),
paje a= b (mod d).

(3) 1z a— b = mk slijedi ac — bc = (mc) - k, pa je ac = bc
(mod mc). O
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Propozicija
Neka je f polinom s cjelobrojnim koeficijentima. Ako je a= b
(mod m), onda je f(a) = f(b) (mod m).

Dokaz: Neka je f(x) = c,x" + cp1x" 14 -+ + o, gdje su
¢ €.

Buduci da je a= b (mod m), uzastopnom primjenom prethodne
Propozicije dobivamo: a? = b? (mod m), a® = b3 (mod m), ...,
a" = b" (mod m).

Tada je cia' = c;b' (mod m) i konaéno:
Cha"+cp1a" T+t =cb "+ b+ (mod m).

O]
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Vrijedi: ax = ay (mod m) ako i samo ako x =y (mod (a, Tm)-

Specijalno, ako je ax = ay (mod m) i (a,m) =1, ondajex =y
(mod m).

Dokaz: Ako je ax = ay (mod m), onda postoji z € Z takav da je
ay — ax = mz.

Sada imamO: (Tarn)(y—x) = ( )Z tJ ( ) dueh W(y_x)

No, brojevi (%m) [ ﬁ su relativno prosti, pa zaklju€ujemo da
ﬁ dijeli y — x, tj. da je x =y (mod o m))

Obrnuto, ako je x = y (mod (L)) onda po prethodno dokazanoj
Propoziciji dobivamo ax = ay (mod

Camy)
No, (a, m) je djelitelj od a, pa dobivamo ax = ay (mod m). O
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Definicija

Skup {x1,- -+ ,xm} se zove potpuni sustav ostataka modulo m ako
za svakiy € Z postoji tocno jedan x; takav da je y = x; (mod m).
Drugim rijeCima, potpuni sustav ostataka dobivamo tako da iz
svake klase ekvivalencije modulo m uzmemo po jedan ¢&lan.

Ocito je da postoji beskonaéno mnogo potpunih sustava ostataka
modulo m. Jedan od njih je tzv. sustav najmanjih nenegativnih

ostataka:
{0,1,..., m—1}.

Pored njega, Cesto se koristi i sustav apsolutno najmanjih ostataka.
Ako je m neparan broj, apsolutno najmanji ostatci su

m—1 m—3 m—3 m-—1
— — cee, —1 1, ..., — —
5 R 0,1, .. 5 T
a ako je m paran, onda su to
_m-2 m-4 40, M2 m
2 2 2 2
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Neka je {x1,...,Xm} potpuni sustav ostataka modulo m, te neka je
(a,m) =1. Tada je {ax1, ..., axm} takoder potpuni sustav
ostataka modulo m.
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Teorem

Neka je {x1,...,Xm} potpuni sustav ostataka modulo m, te neka je
(a,m) =1. Tada je {ax1, ..., axm} takoder potpuni sustav
ostataka modulo m.

Dokaz: Dovoljno je dokazati da je ax; # ax; (mod m) za i # j.

Pretpostavimo da je ax; = ax; (mod m). Tada ranije dokazani
Teorem povlaci da je x; = x; (mod m), tj. i =j. O
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Neka je f(x) polinom s cjelobrojnim koeficijentima. RjeSenje
kongruencije f(x) =0 (mod m) je svaki cijeli broj x koji je
zadovoljava.

Ako je x1 neko rjesenje ove kongruencije, a xo = x; (mod m), onda
je x» takoder rjesenje.

Dva rjesenja x i x' smatramo ekvivalentnim ako je x = x’
(mod m). Broj rjesenja kongruencije je broj neekvivalentnih
rjesenja.
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Teorem

Neka su a i m prirodni, te b cijeli broj. Kongruencija ax = b
(mod m) ima rjesenja ako i samo ako d = (a, m) dijeli b. Ako je
ovaj uvjet zadovoljen, onda gornja kongruencija ima toc¢no d
rjesenja modulo m.

Dokaz: Ako kongruencija ax = b (mod m) ima rjeSenja, onda
postoji y € Z takav da je ax — my = b.

Odavde je ocito da (a, m)|b.

Pretpostavimo sada da d = (a, m) dijeli b.

Stavimo a’' = 2 b = g, m = 2. Sada trebamo rijesiti

kongruenciju a’x = b’ (mod m').

No, ona ima toéno jedno rjeSenje modulo m’. Zaista, buduéi da je
(a’,m') =1 kad x prolazi potpunim sustavom ostataka modulo m
i a'x prolazi tim istim sustavom, tj. svaki ostatak modulo m’ (pa
tako i b') se dobiva to¢no za jedan x iz potpunog sustava ostataka
modulo m’.

/



Jasno je da ako je x” neko rjesenje od a'x’ = b’ (mod m’), onda su
sva rjedenja od ax = b (mod m) u cijelim brojevima dana sa

x = x4+ nm', za n € Z, a sva medusobno neekvivalentna rjesenja
sax=x"+nm', gdiejen=0,1,...,d —1.



Jasno je da ako je x” neko rjesenje od a'x’ = b’ (mod m’), onda su
sva rjedenja od ax = b (mod m) u cijelim brojevima dana sa

x = x4+ nm', za n € Z, a sva medusobno neekvivalentna rjesenja
sax=x"+nm', gdiejen=0,1,...,d —1.

Dakle, ako d dijeli b, onda kongruencija ax = b (mod m) ima
tocno d rjesenja modulo m. O



Iz prethodnog Teorema slijedi da ako je p prost broj i a nije djeljiv s
p, onda kongruencija ax = b (mod p) uvijek ima rjesenje i to
rjesenje je jedinstveno.
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Iz prethodnog Teorema slijedi da ako je p prost broj i a nije djeljiv s
p, onda kongruencija ax = b (mod p) uvijek ima rjesenje i to
rjesenje je jedinstveno.

Ovo pak povlaci da skup ostataka {0,1,..., p— 1} pri dijeljenju sa
p, uz zbrajanje i mnozenje (mod p), &ini polje.

To polje se obi¢no oznacava sa Z,, ili IFp.



